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Resumen
En este proyecto, se implemento´ en Python un esquema nume´rico ya originado previamente en
el instituto de investigacio´n CMT- Motores Te´rmicos que es capaz de resolver las ecuaciones
de Euler en 3D. A lo largo del trabajo, se trato´ tambie´n de mejorar los resultados obtenidos
mediante la inclusio´n de un esquema de alto orden (k-scheme) o el estudio de integradores
temporales impl´ıcitos (Euler impl´ıcito) con tal de obtener la ma´xima precisio´n consumiendo los
menores recursos computacionales posibles. Este esquema se formulo´ tanto en cartesianas como
en cil´ındricas con tal de poder analizar geometr´ıas ma´s realistas, que tuvieran un significado
f´ısico ma´s relevante a la hora de analizar los flujos que transcurren a trave´s de un MCIA.
Para comprobar los resultados, se empleo´ el experimento formulado por Sod para ver el com-
portamiento del esquema nume´rico ante grandes saltos de presio´n, mucho mayores que los de
cualquier MCIA. Esto evidencio´ la necesidad de usar limitadores de flujo (MDT, FCT) que
permitieran reducir las sobreoscilaciones generadas por el esquema nume´rico cerca de las dis-
continuidades, sin sacrificar precisio´n en aquellas zonas suaves. En el caso del FCT, se considero´
pertinente realizar un estudio parame´trico del coeficiente de difusio´n contra el paso temporal
(CFL), con el fin de encontrar el punto o´ptimo entre tiempo de ca´lculo y las sobreoscilaciones
obtenidas. Finalmente, se comprobo´ el esquema en cil´ındricas para saber si la direccio´n radial
funcionaba correctamente mediante un experimento nume´rico en el que se le asignaba a una
zona interna de un cilindro una presio´n distinta a los valores iniciales de la zona externa.
Palabras clave: ecuaciones de Euler, discretizacio´n espacial, integrador temporal, esquemas de
alto orden, limitadores de flujo, simulacio´n nume´rica.
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Resum
En aquest projecte, es va implementar en Python un esquema nume`ric ja originat pre`viament
en l’institut d’investigacio´ CMT- Motors Te`rmics que e´s capac¸ de resoldre les equacions d’Euler
en 3D. Durant aquest treball, es va tractar de millorar tambe´ els resultats obtinguts mitjanc¸ant
l’inclusio´ d’un esquema d’alt ordre (k-scheme) o estudiant la possibilitat d’utilitzar integradors
temporals impl´ıcits (Euler impl´ıcit), consumint la menor quantitat de recursos computacionals
possibles amb la ma`xima precisio´. Aquest esquema es va formular tant en coordenades cartesianes
com en cil´ındriques amb la finalitat de poder analitzar geometries me´s realistes, que tingueren
un significat f´ısic major a l’hora d’analitzar els fluxes que transcorren a trave´s d’un MCIA.
Per comprobar els resultats, es va emprar l’experiment formulat per Sod per a veure el compor-
tament de l’esquema nume`ric davant de grans salts de pressio´, molt majors que els de qualsevol
MCIA. Ac¸o` va evidenciar la necessitat d’utilitzar limitadors de fluxe (MDT, FCT) que perme-
teren reduir les sobreoscil·lacions obtingudes per l’esquema nume`ric al voltant de les disconti-
nuitats, preservant la precisio´ en aquelles zones me´s suaus. En el cas del FCT, es va considerar
pertinent realitzar un estudi parame`tric del coeficient de difusio´ davant del pas temporal (CFL),
per tractar de trobar el punt o`ptim entre el temps de ca`lcul i les sobreoscil·lacions esdevingudes.
Finalment, es va comprobar l’esquema en cil´ındriques per saber si la direccio´ radial funcionava
correctament mitjanc¸ant un experiment nume`ric en el que se li assignava a una zona interna
d’un cilindre una pressio´ diferent als valors inicials de la zona externa.
Paraules clau: equacions d’Euler, discretitzacio´ espacial, integrador temporal, esquemes d’alt
ordre, limitadors de fluxe, simulacio´ nume`rica.
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Abstract
A numerical scheme previously developed at CMT- Heat Engines Institute was implemented
in Python during the project, this software is able to solve the Euler equations in 3D. Several
initiatives were taken along this work in order to improve the accuracy and the amount of
computational resources used by this programme, like implementing high-order schemes (k-
schemes) or studying different temporal integrators (implicit Euler). It is also important to
remark that most of the ducts that can be found in a reciprocating engine are cylindrical, so it
was decided to implement this code in that system of reference too in order to represent more
realistic geometries.
Any result in computational fluid dynamics is completely useless if it is not tested with any
empirical/analytical data. For this reason, the code was tested using the experiment of the shock
tube (Sod). In this particular case, some of the variables of interest had huge discontinuitites
at some particular points of the domain, which induced the appearance of oscillations close to
them. These empirical evidences showed that it was necessary to use some kind of flux limiter
(MDT, FCT) for avoiding the induced oscillations that appeared. The flux limiters try to deal
with this problem, but preserving the accuracy in those regions where the solution is smooth.
For the FCT, a parametric study of the diffusion coefficient versus the time step (CFL) was
conducted in order to analyse which were the optimal values of both variables that minimize
the induced oscillations together with the error, maximising the time step at the same time.
Finally, the radial direction was checked for the cylindrical-based code by means of a numerical
experiment where an inner cylindrical region was set with an initial pressure larger than the
outer region.
Keywords: Euler equations, spatial discretization, temporal integrator, high order scheme, flux
limiters, numerical simulation.
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Nomenclatura
φ: variable de intere´s o estudio.
Ω: volumen fluido donde se integra la ecuacio´n.
t: instante temporal o variable temporal.
F : flujo de la variable de intere´s que trasiega por la superficie de un VF.
S: superficie del volumen de control.
Qs: te´rmino fuente de superficie, usado en la forma general de las ecuaciones conservativas.
Qv: te´rmino fuente de volumen, usado en la forma general de las ecuaciones conservativas.
~n: vector normal a la superficie.
~∇: operador divergencia.
~u: vector velocidad.
ρ: variable densidad.
u: componente X de la velocidad.
v: componente Y de la velocidad.
w: componente Z de la velocidad.
σ¯: tensor de esfuerzos.
τ¯ : tensor de esfuerzos internos viscosos.
µ: viscosidad dina´mica.
Λ: segundo coeficiente de viscosidad.
δij : delta de kronecker, aparece en la ecuacio´n de cantidad de movimiento.
~b: fuerza volume´trica en la ecuacio´n de cantidad de movimiento.
P : variable presio´n.
e0: energ´ıa total por unidad de masa.
e: energ´ıa interna espec´ıfica por unidad de masa.
kD: coeficiente de conduccio´n en la ley de Fourier
T : temperatura
~w: trabajo ejercido por las fuerzas volume´tricas.
qh: calor transmitido al sistema por v´ıas externas diferentes a la conduccio´n.
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Wf : trabajo realizado por las fuerzas externas.
h0: entalp´ıa total.
h: entalp´ıa.
γ: ratio de calores espec´ıficos.
Cv: calor espec´ıfico a volumen constante.
Cp: calor espec´ıfico a presio´n constante.
W : vector de variables conservativas/de estado
F (W, t): vector de flujos del sistema de ecuaciones
ε: coeficiente de difusio´n en la ecuacio´n de conveccio´n-difusio´n.
k: valor que regula el esquema de discretizacio´n.
φn: solucio´n de una PDE para un determinado instante temporal (seccio´n integradores
temporales).
φ(xn): aproximacio´n de la solucio´n real mediante series de Taylor.
xi: coordenada del centroide en el dominio discretizado.
en: error local en un determinado instante temporal.
En: error global al llegar a un determinado instante n.
δ0: perturbacio´n inicial en el sistema
δn: perturbacio´n despue´s de n pasos temporales
δt: perturbacio´n resultante al llegar a un instante t.
ξ: constante ficticia que relacionar´ıa el vector de variables de estado W con la derivada
temporal.
∆t: paso temporal.
Wn: vector que contiene las variables de estado para un determinado instante temporal n.
Wn+1: vector que contiene las variables de estado para el siguiente estado temporal n+ 1.
A(W, t): parte del vector de flujos no relacionada linealmente con las condiciones de con-
torno.
b(t): parte del vector de flujos relacionada con las condiciones de contorno.
xi
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λ: autovalor del problema, cuyo valor es normalmente la suma de la velocidad del fluido
y la de la propagacio´n de la onda. Si aparece con la forma λm significa que hay diversos
autovalores en el problema.
ϑ: coeficiente de difusio´n en el me´todo FCT.
θ(W ): funcio´n difusiva del me´todo FCT.
Ψ(W ): funcio´n antidifusiva del me´todo FCT.
ur: componente radial de la velocidad en coordenadas cil´ındricas.
uθ: componente azimutal de la velocidad en coordenadas cil´ındricas.
ux: componente longitudinal de la velocidad en coordenadas cil´ındricas.
Vi: volumen en el centroide i
: difusio´n artificial reconstruida en el me´todo MDT.
L2: norma del error acumulado.
L∞: norma del ma´ximo error registrado.
CFL: nu´mero de Courant
erri: es la desviacio´n entre la solucio´n anal´ıtica y la nume´rica para una determinada posi-
cio´n.
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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
En este cap´ıtulo se explicara´ brevemente que´ importancia tiene este trabajo dentro del desarrollo
actual de los distintos modelos termofluidodina´micos relacionados con los conductos internos de
un MCIA, as´ı como los objetivos ba´sicos de esta tesis una vez fue planteada.
1.1. Motivacio´n
Histo´ricamente, el proceso de disen˜o de los componentes internos de un motor de MCIA ha
sido un proceso costoso, donde era necesario elaborar distintos modelos f´ısicos con los que se
realizaban una serie de experimentos para obtener datos reales en un banco de prueba. Usando
estos datos, se pod´ıan realizar las modificaciones pertinentes sobre los componentes para obtener
un disen˜o final. Como se puede deducir, este proceso consumı´a una enorme cantidad de recursos
tanto a nivel material como humano.
Por este motivo, herramientas alternativas como el CFD han aparecido en los u´ltimos an˜os. Este
tipo de simulaciones permiten ahorrar los costes de obtener un modelo f´ısico del motor, pero es
necesario tambie´n emplear a un te´cnico experto en el tema que sea capaz de realizarla correc-
tamente, adema´s de que algunas simulaciones pueden tener un coste computacional y temporal
bastante elevado de igual forma, ya que para obtener buenos resultados se requiere desarrollar
geometr´ıas detalladas y mallarlas correctamente, siendo necesario escoger algu´n modelo de tur-
bulencia si se desea tener en cuenta los feno´menos de viscosidad, por lo que la dificultad del
ca´lculo aumenta.
Por lo tanto, ambas soluciones exigen una gran cantidad de recursos, por lo que ser´ıa bastante
u´til poder poseer una herramienta que de´ un resultado preliminar relativamente fiable, de forma
ra´pida y poco costosa a nivel computacional. A ra´ız de esto, se decidio´ desarrollar en el Centro
de Motores Te´rmicos (CMT-UPV) un modelo 1D de baja fidelidad que permitiera conocer
ra´pidamente que´ disen˜os pod´ıan llegar a ser prometedores y cuales no, con tal de poder optimizar
de mejor manera los recursos de los que se disponen. Si un modelo daba buenos resultados para
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una determinada geometr´ıa en este ca´lculo preliminar, el prototipo pasaba a la fase de evaluacio´n
mediante algu´n software comercial de CFD, si volv´ıa a dar buenos resultados, se elaboraba un
modelo que se evaluaba en el banco de ensayos para obtener el desarrollo final.
A pesar de esto, exist´ıan algunas geometr´ıas (como pueden ser los silenciadores) donde por culpa
de las variaciones de a´rea y direccio´n aparec´ıan feno´menos 3D que eran bastante relevantes para
describir el comportamiento del flujo, y que por lo tanto no pod´ıan ser despreciados. De esta
forma, fue necesario desarrollar un modelo tridimensional que representara estos feno´menos ma´s
complejos [5].
Este programa resulto´ ser ma´s eficiente computacionalmente hablando que los softwares comer-
ciales de CFD debido a las simplificaciones de las ecuaciones que se tuvieron en cuenta, ya que
no consideraban los te´rminos difusivos de la cantidad de movimiento (eliminando la necesidad de
obtener modelos de turbulencia) o los te´rminos cruzados involucrados en esta. Estas simplifica-
ciones pueden resultar abusivas en fases avanzadas de un proyecto de disen˜o pero para ca´lculos
preliminares pueden permitir obtener un ca´lculo ma´s o menos realista con pocos recursos y po-
der empezar a realizar una primera criba entre las distintas opciones. Es necesario por lo tanto
que este co´digo obtenga resultados que representen de forma relativamente fidedigna la realidad,
pero sobretodo que sean muy ra´pidos, buscando de esta forma la optimizacio´n del co´digo 3D
que ya se realizo´ en [5].
Por lo tanto, con el objetivo de aumentar tanto la eficiencia como la precisio´n del esquema
nume´rico ya implementado, en esta ampliacio´n de [5] se ha tratado de an˜adir la posibilidad de
usar esquemas de discretizacio´n espacial de alto orden (k-scheme), los cuales permiten aumentar
la fiabilidad de los datos obtenidos (dentro de las hipo´tesis del modelo realizadas). Con tal de
poder hacer el modelo ma´s eficiente computacionalmente hablando, se ha estudiado tambie´n
el uso de diferentes integradores temporales, ya que dependiendo de cual se escogiera, el paso
temporal pod´ıa ser aumentado de forma ostensible.
En un principio, el co´digo 3D fue ideado en coordenadas cartesianas con tal de poder realizar
la discretizacio´n espacial con mayor sencillez. Sin embargo, la mayor´ıa de conductos (as´ı como
silenciadores) que existen dentro de un MCIA tienen forma cil´ındrica. Es necesario por lo tanto,
tratar de obtener el esquema nume´rico en este tipo de coordenadas, ya que as´ı se podra´n realizar
ana´lisis ma´s realistas sobre la geometr´ıa del motor. Esta necesidad tambie´n ha sido abordada a
lo largo de esta tesis final de ma´ster.
En definitiva, este trabajo se puede justificar dentro del programa ya desarrollado por el CMT por
el hecho de que hay algunas caracter´ısticas del mismo (discretizacio´n de los te´rminos, integradores
temporales...) que se pod´ıan optimizar y mejorar, teniendo potencial todav´ıa para incrementar
la calidad de los resultados obtenidos sin incurrir en un sobrecoste temporal excesivo.
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1.2. Objetivos
El principal objetivo de este trabajo por lo tanto era la implementacio´n del me´todo desarrollado
anteriormente en el CMT [5] en Python, ya que permitir´ıa una mayor versatilidad a la hora
de actualizar el co´digo. Adema´s, este co´digo deb´ıa de tratar de modelar los resultados de la
forma ma´s fiel posible respecto de la realidad, por lo que tambie´n se intento´ que este modelo
contuviera las ecuaciones de Euler en coordenadas cil´ındricas de forma funcional, de tal forma
que fuera posible utilizar diversos tipos de integradores temporales o un discretizador espacial
de alto orden si as´ı se deseaba. Au´n as´ı, este objetivo principal se pod´ıa dividir en distintas fases:
Implementacio´n del me´todo en Python de forma algor´ıtmica en cartesianas y validacio´n
de los resultados mediante un problema de Riemann
Implementacio´n del me´todo en Python con un integrador impl´ıcito en cartesianas y vali-
dacio´n de los resultados mediante un problema de Riemann
Implementacio´n de las ecuaciones de Euler en cil´ındricas de forma algor´ıtmica en Python,
validando los resultados mediante un problema de Riemann.
Optimizacio´n del paso temporal realizando un estudio parame´trico cruzado entre los dis-
tintos me´todos de integracio´n temporal (expl´ıcitos e impl´ıcitos) y de discretizacio´n espacial
( upwind de primer orden, k-scheme), empleando tambie´n ambos tipos de limitadores de
flujo (MDT y FCT), con la finalidad de descubrir la solucio´n que obtuviera un menor error
con un mayor paso temporal y minimizando al ma´ximo las oscilaciones. Al mismo tiempo,
se busca el valor o´ptimo de ϑ en FCT siguiendo estos criterios de optimizacio´n.
Comprobar la certeza de las hipo´tesis sobre el rendimiento, tanto de los integradores tempo-
rales (expl´ıcitos vs impl´ıcitos), como de los discretizadores espaciales (upwind vs k-scheme),
con el fin de ver si los principales teoremas sobre ca´lculo computacional son ciertos.
1.3. Estructura del Trabajo Final de Ma´ster
Este trabajo se ha estructurado en distintos cap´ıtulos claramente diferenciados con tal de facilitar
la lectura del mismo, as´ı como el aprovechamiento de la informacio´n que contiene dependiendo
de las necesidades del lector. En el presente cap´ıtulo, se trata de dar una primera justificacio´n
sobre la realizacio´n del proyecto, as´ı como los objetivos que se pretenden alcanzar con el mismo.
En el segundo cap´ıtulo, se otorga una base teo´rica que permite conocer los fundamentos del
ca´lculo nume´rico con tal de poder abordar la resolucio´n de las ecuaciones de Euler. En primer
lugar, se deducen de forma detallada estas ecuaciones, justificando las hipo´tesis tomadas en rela-
cio´n al funcionamiento normal de un MCIA corriente. Luego, se presentan de forma enumerativa
los distintos me´todos de integracio´n temporal considerados, as´ı como los esquemas de discreti-
zacio´n espacial. En u´ltimo lugar, se describen los limitadores de flujo y la razo´n por la que son
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necesarios, as´ı como los fundamentos de los me´todos considerados en este trabajo.
En el tercer cap´ıtulo, se presenta el esquema nume´rico de la malla escalonada que se empleo´ en
la resolucio´n del problema, as´ı como la discretizacio´n de las distintas ecuaciones y me´todos de
limitacio´n de flujo. Tambie´n se detalla como se particularizo´ tanto la condicio´n de estabilidad
de Courant, como las condiciones de contorno de pared para el presente caso. Por u´ltimo, se
presentan las modificaciones realizadas al planteamiento con tal de abordar el problema en
cil´ındricas.
En el cuarto cap´ıtulo, se muestra el proceso de validacio´n de los resultados del problema carte-
siano mediante la simulacio´n de una onda de choque en un tubo (tubo de sod). En este ana´lisis,
se formulan algunas conclusiones por lo que respecta a la estabilidad nume´rica en cuanto a los
diferentes integradores temporales y sus errores, precisio´n de los discretizadores espaciales... As´ı
como el estudio parame´trico del paso temporal mediante el empleo de los distintos limitadores
de flujo y el comportamiento de estos me´todos. Por u´ltimo, se detallan los resultados obtenidos
para el problema en cil´ındricas, donde se valido´ tanto la direccio´n longitudinal como la radial.
En el quinto cap´ıtulo, se resumen las principales conclusiones extra´ıdas del presente proyecto,
y se enumeran algunas de las a´reas que no se pudieron explorar en el mismo como posibles
alternativas de trabajo para el futuro.
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Cap´ıtulo 2
Base teo´rica
2.1. Deduccio´n de las ecuaciones de Euler
En primer lugar, es necesario volver a los primeros principios con el fin de comprender de donde
vienen las ecuaciones conservativas, facilitando as´ı el proceso de simplificacio´n de las mismas y
la comprensio´n del razonamiento empleado. Las ecuaciones conservativas se denominan as´ı por
el hecho de que la variacio´n de las variables en los volu´menes fluidos viene dada por los flujos
que entran o salen de estos volu´menes, ma´s la accio´n de los te´rminos fuente que anidan en ellos.
Los desarrollos aportados en esta seccio´n esta´n basados en los expuestos en [6].
Como ya se sabe, las variables conservativas vienen recogidas en tres tipos de ecuaciones distintas:
masa, momento y energ´ıa. Por lo que respecta al resto de variables, como pueden ser la presio´n,
la temperatura y la entrop´ıa, no se pueden considerar como conservativas.
As´ı pues, si se considera un volumen arbitrario Ω, limitado en el espacio por una superficie S,
se puede expresar la variacio´n temporal de una propiedad φ en el volumen tal y como se puede
ver en 2.1.1:
∂
∂t
∫
Ω
φdΩ (2.1.1)
Una vez definido esto, es necesario expresar de alguna forma el flujo que trasiega a trave´s de la
superficie: − ∮s ~F dS. Si a esto se le an˜ade la accio´n de los te´rminos fuente tanto en la superficie
como en el volumen (Qs y Qv), se obtiene la expresio´n integral conservativa 2.1.2:
∂
∂t
∮
Ω
φdΩ +
∮
S
~F · ~n dS =
∫
Ω
Qv dΩ +
∮
S
~Qs · ~n dS (2.1.2)
Esta u´ltima expresio´n se puede derivar de forma diferencial si se emplea uno de los teoremas
matema´ticos ma´s relevantes a la hora de elaborar este trabajo, el teorema de Gauss, el cual dice
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que: ∮
S
~F · ~n dS =
∫
Ω
~∇ · ~F dΩ (2.1.3)
Por lo tanto, sustituyendo esta expresio´n en la forma integral 2.1.2, se obtiene que:
∂
∂t
∫
Ω
φdΩ +
∫
Ω
~∇ · ~F dΩ =
∫
Ω
Qv dΩ +
∫
Ω
~∇ · ~Qs dΩ (2.1.4)
∂φ
∂t
+ ~∇ · ~F = Qv + ~∇ · ~Qs (2.1.5)
2.1.5 es la expresio´n diferencial, la cual es ma´s restrictiva porque exige que las funciones im-
plicadas sean diferenciables. Una vez definida esta expresio´n, antes de proceder a deducir las
ecuaciones de continuidad, cantidad de movimiento y energ´ıa, es importante definir el concepto
de derivada total, el cual se puede expresar como:
d
dt
=
∂
∂t
+ ~u · ~∇ (2.1.6)
En cuanto al significado de esta derivada, simplemente muestra la variacio´n de una propiedad
tanto por el paso temporal ( ∂∂t), como por la accio´n convectiva del fluido (~u · ~∇).
Ecuacio´n de continuidad
Para la ecuacio´n de continuidad, simplemente se debe de tener en cuenta que no hay te´rminos
fuente y que en este caso la variable conservativa es la densidad (ρ):
∂
∂t
∫
Ω
ρ dΩ +
∮
S
ρ~u · ~n dS = 0 (2.1.7)
∂ρ
∂t
+ ~∇ · (ρ~u) = 0 (2.1.8)
∂ρ
∂t
+ ρ~∇ · ~u+ (~u · ~∇)ρ = 0 (2.1.9)
dρ
dt
+ ρ~∇ · ~u = 0 (2.1.10)
Ecuacio´n de cantidad de movimiento
En esta expresio´n, la variable conservativa es la cantidad de movimiento, por lo que φ = ρ~u.
En cuanto al flujo a trave´s de las paredes (F), este viene definido por ρ~u⊗ ~u , que es un tensor
matricial con la siguiente forma para el caso 3D:ρu
2 ρuv ρuw
ρvu ρv2 ρvw
ρuw ρvw ρw2
 (2.1.11)
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Cada una de las filas corresponde con el ca´lculo de la cantidad de movimiento en una direccio´n
diferente, ma´s adelante se estudiara´ si este tensor se pudo simplificar de alguna forma. En este
caso, los te´rminos fuente superficiales y volume´tricos s´ı que juegan un papel relevante. En un
fluido en movimiento, se puede observar como las fuerzas superficiales que sufre vienen dadas
por las deformaciones del mismo. Estas fuerzas se pueden expresar como un tensor de esfuerzos,
multiplicado por la normal a la superficie del volumen:
Fs = σ¯ · ~n (2.1.12)
Donde σ¯ es el tensor de esfuerzos y ~n la normal apuntando hacia afuera. Si se asume que el
fluido es newtoniano, se tiene que el tensor se puede expresar como:
σ¯ = −P I¯ + τ¯ (2.1.13)
Siendo τ¯ el tensor de esfuerzos internos viscosos, el cual va a depender en cierta forma tanto de
la deformacio´n del fluido, como de la viscosidad dina´mica (µ) del mismo:
τij =
[
µ
(
∂uj
∂xi
+
∂ui
∂xj
)
+ Λ(~∇ · ~u)δij
]
(2.1.14)
Como se puede deducir, este te´rmino muestra la friccio´n interna del fluido en contacto consigo
mismo, siendo por lo tanto equivalente a una fuerza superficial. En el caso del te´rmino fuente del
volumen, existen fuerzas que actu´an sobre e´l por unidad de masa, como por ejemplo la gravedad,
por lo tanto se puede expresar como:
Qv = ρ~b (2.1.15)
Donde ~b es una fuerza volume´trica por unidad de masa. Sustituyendo todo este desarrollo en la
ecuacio´n 2.1.2, se obtiene que:
∂
∂t
∫
Ω
ρ~u dΩ +
∮
S
(ρ~u⊗ ~u) · ~n dS =
∫
Ω
ρ~b dΩ +
∮
S
σ¯ · ~n dS (2.1.16)
∂
∂t
∫
Ω
ρ~u dΩ +
∮
S
(ρ~u⊗ ~u) · ~n dS =
∫
Ω
ρ~b dΩ +
∮
S
τ¯ · ~n dS −
∮
S
P · ~n dS (2.1.17)
Aplicando el teorema de Gauss a 2.1.17, se puede derivar que:
∂
∂t
∫
Ω
ρ~u dΩ +
∫
Ω
~∇ · (ρ~u⊗ ~u) dΩ =
∫
Ω
ρ~b dΩ +
∫
Ω
~∇ · τ¯ dΩ−
∫
Ω
~∇ · P dΩ (2.1.18)
∂
∂t
(ρ~u) + ~∇ · (ρ~u⊗ ~u+ P I¯ − τ¯) = ρ~b (2.1.19)
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Ecuacio´n de la Energ´ıa
La variable conservativa en este caso es la energ´ıa total (e0), representada por la energ´ıa interna
espec´ıfica ma´s una componente cine´tica:
e0 = e+
|~u|2
2
(2.1.20)
Para la deduccio´n de esta ecuacio´n, simplemente hay que tener en cuenta la primera ley de la
termodina´mica, la cual establece que los te´rminos fuente que actu´an en la variacio´n de energ´ıa
en un sistema vienen dados por las fuerzas que se ejercen sobre el mismo y el calor transmitido
de forma externa a este dominio fluido.
Por lo que respecta al flujo energe´tico que aparece en esta ecuacio´n, se puede dividir ba´sicamente
en dos vertientes (como en todas las ecuaciones conservativas): convectiva y difusiva. El flujo
convectivo se puede expresar como ~Fc = ρ~u(e+
|~u|2
2 ), mientras que el difusivo esta´ regulado por
la denominada ley de Fourier: ~FD = −kD ~∇T . En cuanto al desarrollo de los te´rminos fuente, se
pueden distinguir los superficiales y los volume´tricos de acuerdo con lo expuesto anteriormente.
En el caso volume´trico, esta´n constituidos por el trabajo ejercido por las fuerzas volume´tricas
(~w) y el calor transmitido al sistema por v´ıas distintas a la conduccio´n qh. Mientras, la parte
superficial esta´ relacionada con el trabajo ejercido para deformar el fluido, el cual se puede
expresar como: ~Qs = σ¯ ·~u = −P~u+ τ¯ ·~u. Sustituyendo las fo´rmulas de estos dos u´ltimos pa´rrafos
en la fo´rmula integral 2.1.2, se puede obtener que:
∂
∂t
∫
Ω
ρe0 dΩ +
∮
S
ρe0 ·~u ·~n dS =
∮
S
kD ~∇T ·~n dS+
∫
Ω
(ρ~w ·~u+ qH) dΩ +
∮
S
(σ¯ ·~u) ·~n dS (2.1.21)
La forma diferencial de la ecuacio´n se convierte en:
∂ρe0
∂t
+ ~∇ · (ρ~ue0) = ~∇ · (kD ~∇T ) + ~∇ · (σ¯ · ~u) +Wf + qH (2.1.22)
Sustituyendo 2.1.13 en la expresio´n diferencial, y sabiendo que h = e+ Pρ , se puede obtener que:
∂ρe0
∂t
+ ~∇ · (ρ~uh0 − k~∇T − τ¯ · ~u) = Wf + qH (2.1.23)
Sabiendo que la entalp´ıa total es:
h0 = e+
P
ρ
+
|~u|2
2
= h+
|u|2
2
= e0 +
P
ρ
(2.1.24)
Ecuacio´n de cierre - ley de gas perfecto
Si se hace un repaso de las ecuaciones y las variables definidas hasta el momento, se puede
ver como hay 5 ecuaciones (1 de continuidad, 3 de cantidad de movimiento y una de energ´ıa),
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mientras que se mantienen 6 inco´gnitas distintas (ρ, ρu, ρv, ρw, ρe0 y P ). Por este motivo, se
necesita una sexta ecuacio´n que cierre la solucio´n del sistema y que esta sea u´nica, que en este
caso es la ley de estado de gas perfecto:
P = ρRT (2.1.25)
A partir de aqu´ı, se pueden definir una serie de relaciones sabiendo que el ratio de coeficientes
de calor espec´ıfico (γ) se define como
Cp
Cv
, que permiten poner fin al problema a pesar de haber
an˜adido una nueva inco´gnita con la inclusio´n de la ley de estado (T ). As´ı pues, la energ´ıa interna
espec´ıfica (e) y la entalp´ıa espec´ıfica (h) se pueden expresar como:
e = CvT =
1
γ − 1
P
ρ
(2.1.26)
h = CpT =
γ
γ − 1
P
ρ
(2.1.27)
Las variables totales se pueden derivar de la entalp´ıa de parada h0:
h0 = e0 +
P
ρ
= h+
|~u|2
2
= CpT0 (2.1.28)
Donde la temperatura total T0 se define como:
T0 = T +
|~u|2
2Cp
= T (1 +
γ − 1
2
M2) (2.1.29)
El nu´mero de Mach se puede introducir como:
M =
|~u|
c
(2.1.30)
c2 =
(
∂P
∂ρ
)
S
= γ
P
ρ
(2.1.31)
Ecuaciones de Euler
Una vez se han definido las ecuaciones involucradas, cabe analizar que´ simplificaciones se rea-
lizaron a la hora de enfocar el caso que se trataba de solventar en el presente trabajo. Se debe
de recordar que el programa desarrollado tiene como principal aplicacio´n el estudio preliminar
en motores MCIA, por lo que se debe de comprender cuales son las particularidades de esta
tecnolog´ıa. En primer lugar, los esfuerzos viscosos de los te´rminos difusivos de las ecuaciones
ya mencionadas (2.1.19 y 2.1.23) se pueden simplificar para este tipo de aplicaciones, ya que la
conveccio´n en estos flujos es muy superior a la relevancia de los te´rminos difusivos siempre que
se este´ estudiando una regio´n alejada de la pared, por lo que estos te´rminos se pueden considerar
como despreciables. Suponiendo adema´s que no se produce ningu´n intercambio de calor ni de
energ´ıa en el sistema , y asumiendo que en este caso las fuerzas volume´tricas se pueden considerar
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como despreciables, se obtiene una formulacio´n de las ecuaciones completamente conservativa,
donde las variables de intere´s (ρ,ρe0 y ρ~u) dependen u´nicamente de su variacio´n temporal en
el volumen de control, as´ı como del flujo que atraviesa su superficie limitante. Las ecuaciones
son en este caso hiperbo´licas, facilitando sumamente su resolucio´n. Considerando todas estas
simplificaciones, se obtienen las ecuaciones de Euler, cuya forma es la siguiente:
∂ρ
∂t
+ ~∇ · (ρ~u) = 0 (2.1.32)
∂ρ~u
∂t
+ ~∇ · (ρ~u⊗ ~u+ P I¯) = 0 (2.1.33)
∂ρe0
∂t
+ ~∇ · (ρ~uh0) = 0 (2.1.34)
Se puede observar pues que todas estas ecuaciones siguen el mismo tipo de estructura, donde la
variacio´n temporal de la variable conservativa es producida por el flujo que trasiega a trave´s de
la superficie del volumen fluido. Por lo tanto se pueden expresar todas como:
∂W
∂t
= F (W, t) (2.1.35)
Siendo W el vector de variables conservativas y F(W,t) el vector de flujos correspondiente, que
en el caso cartesiano son:
W =

ρ
ρv
ρw
ρu
ρe0
 F (W, t) =

∂ρu
∂x +
∂ρv
∂y +
∂ρw
∂z
∂ρuv
∂x +
∂(ρv2+P )
∂y +
∂ρwv
∂z
∂ρuw
∂x +
∂ρwv
∂y +
∂(ρw2+P )
∂z
∂(ρu2+P )
∂x +
∂ρuv
∂y +
∂ρwu
∂z
∂(ρe0+P )u
∂x +
∂(ρe0+P )v
∂y +
∂(ρe0+P )w
∂z

(2.1.36)
Como se puede observar, hay una serie de te´rminos cruzados en la cantidad de movimiento
(ρuv,ρuw,ρvw) que complican la resolucio´n del problema, en el cap´ıtulo 3 se muestra como para
el caso de estudio estos te´rminos se pueden considerar como despreciables con tal de simplificar
su resolucio´n. En el caso de las coordenadas cil´ındricas, la forma general de las ecuaciones (2.1.32,
2.1.33, 2.1.34) es exactamente la misma, hecho fundamental para el planteamiento del problema
nume´rico en ese mismo cap´ıtulo. Otro asunto son las expresiones diferenciales de los flujos, ah´ı
ya entran en juego las coordenadas del sistema (radial, azimutal y longitudinal).
2.2. Tipos de discretizacio´n espacial
En este apartado, se va a explicar los dos tipos de discretizacio´n espacial que se emplearon
durante la elaboracio´n de este proyecto. Para tratar de exponer mejor todos estos conceptos,
se va a utilizar la ecuacio´n de conveccio´n-difusio´n en 1D, discretizando el te´rmino convectivo
con ambos me´todos. Es importante recordar que la ecuacio´n que se esta´ comentando es la 2.2.1,
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sabiendo que φ es la variable de intere´s a calcular:
u
∂φ
∂x
− ε∂
2φ
∂x2
= 0 (2.2.1)
Integrando a lo largo de un volumen fluido en 1D, limitado por los puntos xi−1/2 y xi+1/2, se
obtiene que: ∫ xi+1/2
xi−1/2
(u
∂φ
∂x
− ε∂
2φ
∂x2
)dx = 0 (2.2.2)
[uφ]
i+1/2
i−1/2 −
[
ε
∂φ
∂x
]i+1/2
i−1/2
= 0 (2.2.3)
En este caso, la discretizacio´n del te´rmino convectivo (situado a la izquierda de 2.2.3) permite
comprender el planteamiento para extrapolarlo al caso 3D, paso necesario para tratar con las
ecuaciones de Euler. Teniendo en cuenta de que la malla 1D empleada esta´ centrada en las celdas,
los valores en los l´ımites de los volu´menes son desconocidos, por lo que es necesario utilizar algu´n
tipo de discretizacio´n espacial que los aproxime. A continuacio´n, se ha an˜adido un esquema de
como estar´ıa constituida la malla:
Figura 2.1: Malla 1D del problema de conveccio´n-difusio´n [1]
Upwind de primer orden
Es el sistema de discretizacio´n ma´s simple, para hallar los valores deseados simplemente se trata
de ver cual es el signo de la velocidad que atraviesa la celda en cuestio´n. Dependiendo de la
direccio´n, se emplea un nodo u otro para aproximar el valor en el l´ımite de la celda. As´ı pues, se
puede deducir que este esquema es de primer orden en el espacio, pudie´ndose implementar de
forma muy sencilla, pero al mismo tiempo siendo el que mayor error de discretizacio´n espacial
genera. Si la velocidad es positiva (u > 0), entonces (uφ)i+1/2 es:
(uφ)i+1/2 = ui+1/2φi (2.2.4)
Por contra, si esta velocidad viene a ser negativa (u < 0):
(uφ)i+1/2 = ui+1/2φi+1 (2.2.5)
11
Modelos de meca´nica de fluidos de baja fidelidad en 3D
k-scheme
Por lo que respecta al k-scheme, es un tipo de esquema ma´s complejo . Esta discretizacio´n realiza
una interpolacio´n entre distintos valores de la malla, requiriendo usualmente dos centroides aguas
arriba y uno aguas abajo para poder obtener la aproximacio´n deseada. De esta forma, cuando
la velocidad es positiva (u > 0), el esquema es el siguiente, de acuerdo con [7]:
(uφ)i+1/2 = ui+1/2
(
φi + φi+1
2
+
1− k
4
(−φi−1 + 2φi − φi+1)
)
(2.2.6)
Cuando la velocidad es negativa (u < 0), el esquema es:
(uφ)i+1/2 = ui+1/2
(
φi + φi+1
2
+
1− k
4
(−φi + 2φi+1 − φi+2)
)
(2.2.7)
Como se puede observar, en el esquema se utiliza un coeficiente denominado como k. Este para´me-
tro permite emplear distintos esquemas de discretizacio´n cambiando simplemente su valor. As´ı
pues, algunos esquemas que se pueden implementar son:
valor k esquema
1 CDS
1/2 QUICK
-1 Second Order Upwind
1/3 CUS (cubic upwind)
Cuadro 2.1: Valores de k con su respectivo esquema [1]
2.3. Integradores temporales
A lo largo del proyecto, el concepto de estabilidad en el proceso de propagacio´n de la solucio´n
en el tiempo ha jugado un papel fundamental tanto en la justificacio´n de los resultados como
en la eleccio´n de los distintos me´todos de integracio´n, por eso se ha considerado que era nece-
sario recuperar algunos conceptos clave que facilitaran la comprensio´n de esto, tanto a nivel de
los integradores temporales en si (impl´ıcitos vs expl´ıcitos), como de las restricciones del paso
temporal impuestas (condicio´n CFL).
En primer, es importante comentar el concepto de error temporal y su orden. Todos los inte-
gradores temporales propagan de forma inherente el error a trave´s de los distintos instantes de
tiempo, dependiendo de su orden este error temporal es mayor o menor. Dentro de los errores
que se pueden tener en un me´todo de resolucio´n temporal de PDEs, destacan dos variantes: el
error local de truncacio´n en la n-e´sima iteracio´n y el error global de truncacio´n. Si se supone φn
como la solucio´n nume´rica en cierto paso temporal n y φ(xn) como la solucio´n real, aproxima-
da mediante un desarrollo de Taylor, se puede definir el error local como la diferencia para un
determinado instante temporal de la solucio´n anal´ıtica con respecto de la nume´rica. En el caso
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del integrador de Euler, este error ser´ıa por ejemplo:
|en| = |φn − φ(xn)| = 1
2
∆x2|φ′′()| (2.3.1)
Por lo que respecta al error global de fo´rmula, expresa la diferencia entre la solucio´n exacta y la
obtenida por el esquema nume´rico despue´s de un nu´mero determinado de pasos temporales :
En = φ(xn)− φn (2.3.2)
As´ı pues, tal y como se ha definido en este trabajo, un esquema de integracio´n temporal de orden
n significa que su error global se propaga en el tiempo de tal forma que es de O(∆tn). Se puede
deducir por lo tanto que cuanto mayor sea el orden temporal del integrador, menor es el error
obtenido, pero mayor es el coste computacional. Sin embargo, el orden del error especificado junto
al desarrollo de los integradores temporales expuestos en las pro´ximas secciones hace referencia
al orden del error local de estos me´todos.
Una vez definidos ambos tipos de error, es pertinente definir un par de conceptos relacionados
directamente con la estabilidad. En primer lugar, la idea de convergencia esta´ relacionada direc-
tamente con la reduccio´n paulatina del error en un punto determinado del dominio discretizado
(xi) para cierto instante total t a medida que el taman˜o de la malla se va reduciendo. Esto
significa que el error tiende a 0 despue´s de llegar a un instante t en un punto del dominio cuando
el taman˜o de las celdas se aproxime a 0:
l´ım
∆x→0
etxi = 0 (2.3.3)
El otro concepto es el de consistencia, el cual implica que el error local del me´todo sea lo
suficientemente pequen˜o, pero la consistencia no implica la convergencia del esquema nume´rico.
Para asegurar esto necesitamos otro elemento, y aqu´ı es donde entra la estabilidad.
Esta idea hace referencia a los sistemas en los que al introducir una perturbacio´n en las variables
de entrada(δ0) se obtiene una perturbacio´n resultante (δn) limitada, que no aumenta de forma
descontrolada con el tiempo. De esta forma, se puede conocer con seguridad cuales son los l´ımites
en los que la respuesta del sistema se va a mover, independientemente de la perturbacio´n inicial,
y aunque se consideren un nu´mero de instantes temporales que tienda a infinito.
Cuando se hace referencia a la estabilidad, puede estar definida de dos formas distintas: cero-
estabilidad o absolutamente estable. La primera de ellas se consigue cuando en un esquema
nume´rico, al introducir un determinado taman˜o de malla ∆x, existe una funcio´n C(t) que,
multiplicada por una perturbacio´n inicial aleatoria (δ0), permite limitar esta respuesta:
|δT |∆x ≤ C(t)|δ0|∆x (2.3.4)
Para demostrar si un sistema tiene este tipo de estabilidad simplemente hay que ver si para un
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determinado instante de t, a medida que var´ıa el taman˜o de la malla, se puede limitar el error
en funcio´n de la perturbacio´n inicial y de C(t), .
Por contra, un esquema es absolutamente estable si hay una constante C de tal forma que:
|δn|∆x ≤ C|δ0|∆x (2.3.5)
En este caso, el taman˜o de la malla s´ı que es constante, y para comprobar que un sistema tenga
este tipo de estabilidad simplemente se ha de observar que, al analizar distintos instantes de
tiempo, no se produce un repunte su´bito del error de los resultados.
Una vez definidos estos conceptos, simplemente cabe enunciar el teorema de equivalencia de Lax,
el cual dice que la convergencia de un esquema nume´rico implica su cero-estabilidad, mientras
que su cero-estabilidad y la consistencia del mismo s´ı que implican su convergencia . Por lo tanto,
como ya se hab´ıa apuntado, un sistema debe ser estable y consistente para converger.
Dicho esto, es pertinente explicar que para los esquemas nume´ricos de integracio´n temporal,
se puede estudiar de forma mucho ma´s detallada si son absolutamente estables tratando de
averiguar el dominio en el plano complejo que contiene las posibles soluciones del sistema, tal y
como se hace en [2]. Esto se puede aplicar tambie´n al caso que se esta´ tratando de resolver, ya
que si se revisa lo comentado en las primeras secciones de este cap´ıtulo, el problema se puede
reducir a:
∂W
∂t
= F (W, t) (2.3.6)
Donde W es el vector de variables de estado, y F(W,t) es el vector de flujo. Ahora, se puede
suponer que es un problema completamente linear (que no lo es) y que este vector se puede
expresar como una constante por las variables de estado en un cierto instante de tiempo, de tal
forma que:
∂W (t)
∂t
= ξW (t) (2.3.7)
W (0) = W0 (2.3.8)
Resolviendo la ecuacio´n diferencial se tiene que:
W (t) = W0 exp
ξt (2.3.9)
Si a la condicio´n inicial se le introduce una perturbacio´n del tipo W (0) = W0 + δ, se puede ver
que la solucio´n obviamente contendra´ esta perturbacio´n tambie´n:W (t) = (W0 + δ) exp{ξt}. Por
lo tanto se puede concluir que para este caso, si ξ ≤ 0, las perturbaciones no tendra´n una gran
influencia en el resultado final y el sistema sera´ estable, es decir, las soluciones que se situ´en
en el plano complejo izquierdo conducira´n a pequen˜as variaciones en al respuesta. Sin embargo,
cuando ξ se situ´a en el semiplano positivo, cualquier pequen˜a perturbacio´n en la solucio´n conduce
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a una gran variacio´n en la respuesta, convirtiendo al sistema en inestable.
Dependiendo de que´ tipo de integrador temporal se emplee, el sistema puede ser tambie´n con-
dicionalmente estable, es decir, que la respuesta solo se comporte de esta forma para pequen˜os
pasos temporales (este es el caso del Euler expl´ıcito por ejemplo). Por u´ltimo, existe tambie´n la
posibilidad de que el integrador sea A-estable, propiedad que se consigue cuando la regio´n de
estabilidad absoluta de este me´todo se situ´a por completo en la parte real negativa del plano
complejo. Este u´ltimo caso es el ma´s interesante para este trabajo, ya que si todas las soluciones
se situ´an en la regio´n estable, el paso temporal se puede incrementar de forma importante. Una
vez repasados estos conceptos preliminares, es relevante conocer los principales tipos de integra-
dores temporales y que´ relacio´n guardan con ellos. Se pueden dividir ba´sicamente en expl´ıcitos
e impl´ıcitos.
Los integradores temporales expl´ıcitos son aquellos que se basan en las variables de estado del
paso temporal anterior para poder hallar el siguiente (F (Wn, t)). Estos integradores requieren
de un menor coste computacional, ya que la derivada temporal puede ser calculada de forma
inmediata. Sin embargo, los integradores expl´ıcitos son estables para pasos temporales relativa-
mente pequen˜os en comparacio´n con sus homo´logos impl´ıcitos, por lo que al final pueden acabar
teniendo un coste computacional mayor que los mismos. Esto es debido a que, a pesar de que
los impl´ıcitos tienen un coste por paso temporal mayor, su ∆t se puede aumentar hasta tal pun-
to que se vea compensado, ya que el tiempo total invertido en calcular por ejemplo 100 pasos
temporales expl´ıcitos puede ser mayor que en hallar 10 pasos impl´ıcitos.
Por lo que respecta a los integradores impl´ıcitos, estos se caracterizan por el hecho de que requie-
ren informacio´n del siguiente paso temporal para actualizar ese mismo instante (F (Wn+1, tn+1)).
Por este motivo, el coste computacional de estos me´todos puede llegar a ser bastante elevado, ya
que requieren que el me´todo nume´rico se pueda linealizar en forma de expansiones de Taylor para
poder aislar el valor de este futuro instante temporal. Sin embargo, estos me´todos nume´ricos son
mucho ma´s estables que los expl´ıcitos ya que permiten emplear pasos temporales mucho ma´s
elevados, como ya se ha apuntado (A-estables). De hecho, el teorema de Dahlquist de Segunda
Barrera [8] dice que solamente aquellos integradores temporales impl´ıcitos menores de orden 2
pueden cumplir esta propiedad , excluyendo de esta posibilidad a cualquier integrador expl´ıcito
o lineal multipaso.
Euler
Es un esquema de primer orden expl´ıcito, siendo por lo tanto el ma´s sencillo. Al ser un esquema
de primer orden, se puede obtener, de acuerdo con [9], que:
Wn+1 −Wn
∆t
= F (Wn, tn) (2.3.10)
Wn+1 = Wn + ∆t · F (Wn, tn) +O(∆t2) (2.3.11)
15
Modelos de meca´nica de fluidos de baja fidelidad en 3D
A este esquema se le conoce tambie´n como me´todo de la recta tangente, por el hecho de que
ba´sicamente lo que hace es formar una recta tangente al punto de la solucio´n (Wn, tn). Una vez
elaborada esta recta, encuentra el valor en tn+1 para Wn+1 a partir de ella.
Runge-Kutta de 4 pasos expl´ıcito
Por lo que respecta a los me´todos Runge-Kutta, son me´todos lineales de orden superior multipa-
so. El hecho de que un integrador temporal sea multipaso significa que se deben realizar diversos
ca´lculos para actualizar el siguiente paso temporal. De esta forma, este integrador calcula el
siguiente paso temporal como un promedio de distintos valores de F en el rango [Wn,Wn+1], de
acuerdo con [9]:
k1 = ∆tF (Wn, tn) (2.3.12)
k2 = ∆tF (Wn + k1/2, t
n + ∆t/2) (2.3.13)
k3 = ∆tF (Wn + k2/2, t
n + ∆t/2) (2.3.14)
k4 = ∆tF (Wn + k3, t
n + ∆t) (2.3.15)
Wn+1 = Wn +
1
6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) +O(∆t5) (2.3.16)
Como se puede observar, este tipo de esquema tiene un coste computacional superior al de
Euler, pero al mismo tiempo tambie´n se espera que sea ma´s estable. Dependiendo de cuanto se
pueda aumentar el paso temporal para un caso particular, sale ma´s rentable aplicar este tipo de
esquema o no.
Euler impl´ıcito de primer orden
Fue el me´todo impl´ıcito seleccionado en este proyecto para ser implementado en el solver desa-
rrollado. Es un integrador temporal de primer orden por lo que conducira´ probablemente a un
mayor error temporal, pero al ser de grado menor que 2 se puede asegurar su A-estabilidad, per-
mitiendo un aumento del paso temporal que tiende a ser extremadamente grande. Sin embargo,
el integrador implementado en este caso, debido a las condiciones de contorno empleadas, era
de cara´cter semi-impl´ıcito.
Para describir este integrador, se va a partir de la ecuacio´n 2.3.6. Por lo que respecta a la
notacio´n, se ha usado el sub´ındice 0 para el estado temporal n mientras que el sub´ındice 1 se ha
usado para designar aquellas que pertenecen al n+1, es decir, al siguiente paso temporal que se
desea calcular.
W1 −W0
∆t
= F (W1, t1) (2.3.17)
W1 −W0 = ∆t · F (W1, t1) (2.3.18)
Como se puede observar, se desea obtener el valor de W1, pero no se posee el valor de F (W1, t1).
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Es necesario hallar esta funcio´n entonces, cosa que se puede conseguir mediante una aproximacio´n
de Taylor centrada en el instante anterior:
F (W1, t1) = F (W0, t0) +
∂F
∂W
(W0, t0)(W1 −W0) + ∂F
∂t
(W0, t0)(t1 − t0) (2.3.19)
Sustituyendo 2.3.19 en 2.3.18 se puede obtener que:
W1 −W0 = ∆t · (F (W0, t0) + ∂F
∂W
(W0, t0) · (W1 −W0) + ∂F
∂t
(W0, t0) ·∆t) (2.3.20)
En forma matricial, la expresio´n de F(W,t) se puede simplificar como:
F (W, t) = A(W, t) + b(t) (2.3.21)
Sustituyendo esta expresio´n en las correspondientes derivadas de 2.3.20 (tanto espaciales como
temporales), se puede acabar obteniendo que:
W1 −W0 = ∆t · (F (W0, t0) +A′(W0, t0)(W1 −W0) + b˙(t0)∆t+ A˙(W0, t0)∆t) (2.3.22)
[I −∆tA′(W0, t0)]W1 = [I −∆tA′(W0, t0)]W0 + ∆tF (W0, t0) + b˙(t0)∆t2 + A˙(W0, t0)∆t2
(2.3.23)
W1 = [I −∆tA′(W0, t0)]−1[[I −∆tA′(W0, t0)]W0 + ∆tF (W0, t0) + b˙(t0)∆t2 + A˙(W0, t0)∆t2]
(2.3.24)
Se desarrollo´ esta derivacio´n por el hecho de que la formulacio´n propuesta no permit´ıa obtener
de forma diferenciada la matriz del sistema, ya que los te´rminos de las ecuaciones no eran
completamente lineales. Por este motivo, se expreso´ en funcio´n de F(W0,t0), resultando como
u´nicas inco´gnitas del sistema la matriz jacobiana del mismo A’(W0,t0) y la derivada del vector
de te´rminos independientes b˙(t), asumiendo que en este caso no hab´ıa dependencia de A(W,t)
con respecto a t.
El ca´lculo de esta matriz puede resultar bastante tedioso, aunque al mismo tiempo es sistema´tico.
La forma general de los te´rminos de esta matriz era la siguiente, considerando cada uno de los
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te´rminos del vector de flujos (F(W,t)) en 2.1.36 como F1, F2, F3, F4, F5:
A′(W, t) =

∂F10
∂ρi
∂F10
∂ρvScj
∂F10
∂ρwSck
∂F10
∂ρuSci
∂F10
∂ρei
...
...
...
...
...
∂F20
∂ρi
∂F20
∂ρvScj
∂F20
∂ρwSck
∂F20
∂ρuSci
∂F20
∂ρei
...
...
...
...
...
∂F30
∂ρi
∂F30
∂ρvScj
∂F30
∂ρwSck
∂F30
∂ρuSci
∂F30
∂ρei
...
...
...
...
...
∂F40
∂ρi
∂F40
∂ρvScj
∂F40
∂ρwSck
∂F40
∂ρuSci
∂F40
∂ρei
...
...
...
...
...
∂F50
∂ρi
∂F50
∂ρvScj
∂F50
∂ρwSck
∂F50
∂ρuSci
∂F50
∂ρei

(2.3.25)
Por lo que respecta al segundo sub´ındice que acompan˜a a los flujos (F), este hace referencia al
centroide o conector en particular donde se esta´ resolviendo la ecuacio´n, en referencia al esquema
nume´rico por volu´menes fluidos presentado en el cap´ıtulo 3. Como se puede ver, cada una de
las derivadas esta´ expresada respecto de una variable de estado subrayada. Esta notacio´n se ha
empleado para destacar que cada uno de estos flujos se deriva respecto de una variable de estado
contenida en una serie de centroides o conectores en particular. Este concepto queda ma´s claro
al poner un ejemplo: si se supone que el dominio de estudio esta´ compuesto por 4 volu´menes y
queremos obtener las derivadas del primer te´rmino del vector de flujos respecto de la densidad,
sabiendo que la densidad se almacena en el centroide de cada uno de estos volu´menes, se puede
deducir que:
∂F10
∂ρi
=
[
∂F10
∂ρ1
∂F10
∂ρ2
∂F10
∂ρ3
∂F10
∂ρ4
]
(2.3.26)
2.4. Condicio´n de estabilidad CFL
Esta condicio´n fue originalmente enunciada por Courant, Friedrichs and Lewis en su art´ıculo [10],
el cual trata sobre la aplicacio´n de diferencias finitas en la resolucio´n de ecuaciones diferenciales
parciales. A lo largo de este estudio, se dieron cuenta de que en el proceso de resolucio´n de PDEs
un refinamiento de la malla no siempre conduc´ıa a una mejora de la solucio´n obtenida, si no
que algunas veces la empeoraba, sacando a relucir que exist´ıa una relacio´n entre el taman˜o de la
malla y la estabilidad del sistema. A ra´ız de esto, se determino´ la restriccio´n que los esquemas
de integracio´n temporal deben cumplir, y se denomino´ condicio´n CFL.
Para entender esto hay que considerar que el sistema de ecuaciones objeto del estudio es hi-
perbo´lico y que la solucio´n se propaga en el tiempo de tal forma que puede ser capturada por
el me´todo de las caracter´ısticas. Adema´s, las funciones implicadas en el sistema de PDEs deben
ser continuas y derivables. La condicio´n CFL esta´ relacionada con el dominio de dependencia de
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la solucio´n, para mostrar esta relacio´n se puede recuperar la ecuacio´n de adveccio´n 2.4.1 segu´n
[2] con la finalidad de servir como ejemplo, esta ecuacio´n es:
∂φ
∂t
+ u
∂φ
∂x
= 0 (2.4.1)
Se pueden representar las soluciones obtenidas en el plano (x,t), siendo φ(x, t) la solucio´n en algu´n
punto de este plano. Esta solucio´n depende directamente de la condicio´n inicial φ0 = φ(x, 0), la
cual se propaga en el tiempo de acuerdo con φ(x− u · t). Por lo tanto se dice que el dominio de
dependencia de (x,t) es el punto x− u · t:
D(x, t) = {x− u · t} (2.4.2)
Esto quiere decir que si se modifica la solucio´n en φ0, afectara´ a la solucio´n en φ(x, t), pero si
esta variacio´n se produce fuera de este punto en particular, no afectara´ a la solucio´n f´ısica en el
punto de estudio. Este resultado solo se ve modificado por dos l´ıneas caracter´ısticas, suponiendo
que la velocidad de propagacio´n de la onda sea muy superior a la del fluido en si: una que se
desplaza desde izquierda a derecha, y otra que lo hace a la inversa. Esto se debe a que solo
hay dos l´ıneas caracter´ısticas que pasen por un determinado punto (x,t) para problemas de este
tipo, teniendo en cuenta que para la ecuacio´n de adveccio´n, la expresio´n de la compatibilidad
determina que el para´metro estudiado se mantenga constante a lo largo de esta l´ınea.
Esto no es habitual en una PDE, ya que se espera que una solucio´n en un determinado punto
del dominio espacio-temporal (x,t) dependa de diversos puntos a lo largo de todo el intervalo. Si
se considera un sistema de ecuaciones lineales hiperbo´licas como por ejemplo ∂φ∂t +A
∂φ
∂t = 0, los
autovalores de A dan la informacio´n de la velocidad de propagacio´n, de tal forma que λ1, λ2...
λm pasan a influenciar en la solucio´n mediante x− λ1t, x− λ2t.... x− λmt.
Un esquema de diferencias finitas explota tambie´n esta idea. As´ı pues, en este caso se puede
definir el dominio de la dependencia de la solucio´n en el punto (x,tn) como un conjunto de
puntos en el instante tn−1 que tienen influencia sobre el punto de estudio. Si se aplica esta
definicio´n hasta el instante inicial, se obtiene que la solucio´n en (xn,tn) depende de una cascada
de puntos a lo largo de los distintos instantes temporales considerados. Esto se puede observar
en la siguiente imagen:
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Figura 2.2: Esquema del dominio de dependencia de la solucio´n (a), y al dividir por dos tanto
paso temporal como taman˜o de malla (b) [2]
Ahora, se puede realizar el mismo planteamiento disminuyendo de igual forma tanto la separacio´n
espacial (∆x) como el paso temporal (∆t) de los nodos considerados, por ejemplo, por un ratio
de 2, como se puede ver en la anterior Figura 2.2. Si se analiza la dependencia en el mismo
punto (x,t), se puede observar como esta solucio´n depende ahora del doble de puntos, que esta´n
situados dentro del mismo rango del plano x-t que el mencionado anteriormente. El dominio
de la dependencia queda regulado por [x − ∆x t∆t ,x + ∆x t∆t ], donde ∆x t∆T indica como se ha
propagado la solucio´n desde el punto de vista del esquema de diferencias finitas.
Para que el esquema converja, la l´ınea caracter´ıstica real/f´ısica que pasa por (x,t) tiene que estar
contenida en ese rango:
x−∆x t
∆t
≤ x− u · t ≤ x+ ∆x t
∆t
(2.4.3)
Si no, la solucio´n real en (x,t) dependera´ de valores que estara´n situados fuera del dominio
computacional, por lo que los cambios en la realidad no se vera´n reflejados en el ca´lculo. Esto es
lo que trata de definir la condicio´n CFL, la cual defiende que el dominio nume´rico siempre debe
contener el f´ısico, y lo expresa con la condicio´n matema´tica:
|λ∆t
∆x
| ≤ 1 (2.4.4)
Donde λ es el autovalor del problema, el cual viene dado por la suma de la ma´xima velocidad
de propagacio´n de la onda (a) ma´s la velocidad del flujo (u), mientras que ∆x es la mı´nima
dimensio´n caracter´ıstica de las celdas implicadas. A partir de esto surge el nu´mero de Courant,
como una herramienta para asegurar que esta desigualdad se cumple:
λ
∆t
∆x
= CFL (2.4.5)
Siendo CFL ≤ 1. Es importante destacar que esta condicio´n es necesaria pero no suficiente. En
caso de darse, se requiere realizar un ana´lisis de la consistencia y la estabilidad del sistema para
poder asegurar la convergencia del mismo.
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2.5. Limitadores de flujo
Para explicar el concepto de limitador de flujo hay que comprender en primer lugar en que
consiste el concepto de monotonicidad. As´ı pues, se dice que un esquema es monoto´nico cuando
para un determinado rango espacial este no posee ningu´n extremo interno. En otras palabras, si
se expresa un esquema general lineal de la forma fn+1j =
∑
k ckf
n
j+k, un esquema es monoto´nico
cuando asumiendo que fnj+1 > f
n
j se obtiene que f
n+1
j+1 > f
n+1
j .
Los esquemas lineales de primer orden tienen asegurado el hecho de ser monoto´nicos, calculando
de esta forma soluciones suaves a lo largo del dominio, o tambie´n denominadas difusivas. Sin
embargo, para los esquemas lineales de segundo orden o superior se demostro´ que, siendo fn+1j =∑
k ckf
n
j+k la expresio´n general de un esquema nume´rico, estos no cumpl´ıan la desigualdad de
Cauchy [3]. Por este motivo, no se puede asegurar la monotonicidad de los esquemas de segundo
orden o superior y por lo tanto siempre se van a obtener oscilaciones espu´reas introducidas por
el me´todo nume´rico.
Para resolver esto, se trato´ de buscar esquemas alternativos:
Introduccio´n de viscosidad nume´rica artifical alla´ donde se requiera
Limitar los flujos en aquellas zonas donde el gradiente sea importante de tal forma que las
oscilaciones sean evitadas (FCT,MDT,etc)
Estos me´todos se pueden aplicar durante el ca´lculo de las variables de estado o despue´s de cada
iteracio´n, como un postproceso que se le esta´ aplicando a los resultados de las variables de estado.
En este grupo se encuentran los FCT y MDT. Estos limitadores de flujo modifican la solucio´n
de tal forma que en aquellas zonas con grandes gradientes la solucio´n se vuelve ma´s difusiva. Al
mismo tiempo, en aquellas zonas donde este gradiente es ma´s moderado, se preserva el orden
del esquema. A esto se le denominan esquemas de alta resolucio´n.
MDT
Este me´todo desarrollado en [11] consiste en modificar la ecuacio´n de cantidad de movimiento,
teniendo en cuenta que estas ecuaciones esta´n desacopladas en las 3 direcciones del espacio
como se explicara´ ma´s adelante, de forma que se an˜ade un te´rmino adicional que trata de
emular a la difusio´n del sistema de forma completamente artificial. Este te´rmino reconstruye
una viscosidad artificial a partir de la velocidad, que al mismo tiempo reconstruye el te´rmino
difusivo al emplear el gradiente de la cantidad de movimiento almacenada a lo largo de los
distintos nodos del dominio. De esta forma, cuando el gradiente de cantidad de movimiento es
muy abrupto, la difusio´n actu´a para tratar de suavizarla; si el gradiente es pra´cticamente nulo,
la difusio´n introducida tambie´n lo sera´.
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FCT
Este es un me´todo de postproceso de los resultados expuesto en [12] que se divide en ba´sicamente
en tres partes: una primer parte de resolucio´n de las ecuaciones de transporte para obtener el
paso temporal n+1, la aplicacio´n de la difusio´n a lo largo del dominio y la recuperacio´n de la
solucio´n mediante el operador antidifusivo donde el gradiente obtenido este´ por debajo del l´ımite
establecido por el operador, de esta forma se recupera la precisio´n del esquema de alto orden
donde no existan grandes gradientes de las variables de estado, mientras que se deja la solucio´n
difusiva donde estas diferencias sean importantes.
En cuanto a la fase difusiva, simplemente consiste en emplear un operador lineal en aquellos
puntos donde se almacene una variable de estado. Este operador consiste en:
Di(Wi) = θ(Wi+1/2)− θ(Wi−1/2) (2.5.1)
Es importante destacar que i determina el volumen donde se almacena la variable de estado
mientras que i+1/2 es la interpolacio´n que se produce a medio camino entre ambos volu´menes,
es decir, el valor en la frontera en cuestio´n. Al mismo tiempo este valor de θ viene determinado
por:
θ(Wi+1/2) =
ϑ
4
· (Wi+1 −Wi) (2.5.2)
Donde ϑ es un coeficiente de difusio´n impuesto por el usuario, cuyo valor sera´ como mı´nimo 0.5.
Este valor resulto´ ser crucial, como se vera´ ma´s tarde en el presente documento, para tratar de
conseguir el ma´ximo paso temporal posible sin perder precisio´n en cuanto a la solucio´n aportada.
De esta forma, la correccio´n de las variables de estado viene dada por:
W
n+1
i = W
n+1
i +Di(W
n
i ) (2.5.3)
Esta modificacio´n del vector W consiste en aplicar difusio´n a la solucio´n mediante amorti-
guamiento. Existen otras alternativas para realizar esta parte difusiva, como por ejemplo por
suavizado, donde simplemente se aplica el operador difusivo al paso temporal n+1 (Di(W
n+1
i )).
En el presente proyecto, se ha empleado el primero de ellos por recomendacio´n de la bibliograf´ıa
consultada [5].
Finalmente, se debe aplicar un operador antidifusivo con tal de recuperar la solucio´n previa
en aquellas zonas donde los gradientes no sean extremadamente grandes. Ba´sicamente, este
operador compensa la accio´n de la difusio´n aplicada en aquellas zonas donde el gradiente de la
variable de estado en cuestio´n no sea ma´s grande que un determinado l´ımite. En este caso, el
operador antidifusivo viene delimitado por la funcio´n Ai y actu´a directamente sobre la solucio´n
difusiva:
Ai(W ) = Ψ(Wi+1/2)−Ψ(Wi−1/2) (2.5.4)
Esta funcio´n Ψ(W ), que trata de regular matema´ticamente cuando la solucio´n debe ser recupe-
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rada a partir de los valores del gradiente, se puede definir segu´n [5] como:
Ψ(Wi+1/2) = s ·max
[
0,min
(
5
8
s∆Wi−1/2,
1
8
|∆Wi+1/2|,
5
8
s∆Wi+3/2
)]
(2.5.5)
Donde s=signo(∆Wi+1/2), ∆Wi−1/2 = Wi −Wi−1, ∆Wi+1/2 = Wi+1 −Wi y ∆Wi+3/2 = Wi+2 −
Wi+1. Una vez definidos estos l´ımites, cabe destacar que existen diferentes alternativas a la hora
de emplear el operador antidifusivo, ya que se puede usar tanto en la solucio´n del paso anterior
sin modificar Ai(W
n
i ), como en el que se acaba de calcular sin modificar Ai(W
n+1
i ), as´ı como la
nueva solucio´n modificada Ai(W¯
n+1
i ).
En el caso de estar en contacto con uno de los extremos del dominio, se tiene que tener en cuenta
que tanto ∆Wi+3/2 como ∆Wi−3/2 no pueden existir, ya que no existen valores almacenados en
esas posiciones. Por este motivo, se ha modificado las funciones limitadoras de flujo con tal de
reflejar este hecho [5]. En el caso del extremo derecho, el limitador pasa a ser:
Ψ(Wi+1/2) = s ·max[0,min(
5
8
s∆Wi−1/2,
1
8
|∆Wi+1/2|)] (2.5.6)
Para el extremo izquierdo, el limitador es:
Ψ(Wi−1/2) = s ·max[0,min(
1
8
|∆Wi−1/2|,
5
8
s∆Wi+1/2)] (2.5.7)
2.6. Tipos de condiciones de contorno- condicio´n de pared
En este trabajo, se iba a considerar la posibilidad de introducir diversos tipos de condiciones
de contorno, como el extremo anecoico o la introduccio´n de un pulso de presio´n. A causa de
la falta de tiempo, solamente se ha llegado a aplicar la condicio´n de pared, que ba´sicamente se
caracteriza por no tolerar que ningu´n tipo de flujo, ya sea de cantidad de movimiento o enta´lpico,
circule a trave´s de la pared (~u = 0). Por este motivo, se han impuesto una serie de valores de
tipo Dirichlet a lo largo del contorno en contacto con el l´ımite del dominio, que son ide´nticos
con los valores iniciales de intere´s (ρ, ρ~uSc, T , P ). Para conocer exactamente como se introdujo
esta condicio´n en el esquema nume´rico es necesario acudir al Cap´ıtulo 3.
2.7. Resolucio´n nume´rica de las ecuaciones de Euler en coorde-
nadas cil´ındricas - El problema de la singularidad
La resolucio´n de las ecuaciones de Euler en coordenadas cil´ındricas es un trabajo interesante
dentro de la meca´nica de fluidos, ya que puede permitir el ana´lisis de problemas sumamente
relevantes en la industria como puede ser el chorro que sale a trave´s de la tobera de un aero-
rreactor.
Si se piensa por un instante en la formulacio´n general de las ecuaciones de Euler en este tipo de
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coordenadas, se puede ver como muchas veces aparece un te´rmino radial dividiendo en algunos
sumandos de las ecuaciones de transporte, generando una singularidad en el origen del sistema
de referencia. Por este motivo, no es posible calcular la solucio´n de estas ecuaciones en la regio´n
ma´s pro´xima a este origen, ya que algunos te´rminos de las ecuaciones de transporte tendera´n a
infinito ah´ı. A continuacio´n, se adjuntan las expresiones de las ecuaciones de Euler asumiendo
que no hay fuerzas volume´tricas para flujo compresible con la finalidad de que el lector pueda
observar todos estos inconvenientes:
∂ρ
∂t
+
1
r
∂(rρur)
∂r
+
1
r
∂(ρuθ)
∂θ
+
∂ρux
∂x
= 0 (2.7.1)
ρ(
∂ur
∂t
+ ur
∂ur
∂r
+
uθ
r
∂ur
∂θ
+ ux
∂ur
∂x
− u
2
θ
r
) = −∂P
∂r
(2.7.2)
ρ(
∂uθ
∂t
+ ur
∂uθ
∂r
+
uθ
r
∂uθ
∂θ
+ ux
∂uθ
∂x
+
uθur
r
) = −1
r
∂P
∂θ
(2.7.3)
ρ(
∂ux
∂t
+ ur
∂ux
∂r
+
ux
r
∂ux
∂θ
+ ux
∂ux
∂x
) = −∂P
∂x
(2.7.4)
∂ρe0
∂t
+
1
r
∂(r(ρeo + P )ur)
∂r
+
1
r
∂((ρe0 + P )uθ)
∂θ
+
∂((ρe0 + P )ux)
∂x
= 0 (2.7.5)
Como se puede observar, la coordenada radial aparece dividiendo en todas ellas, por lo que
cuando r tiende a 0, muchos te´rminos de las ecuaciones lo hacen a infinito, suponiendo un
problema para el ca´lculo de la solucio´n.
Este inconveniente ha sido objeto de estudio en mu´ltiples publicaciones del campo, tratando de
hallar alguna forma de lidiar con ella. Una pra´ctica bastante comu´n era tratar con este punto sin-
gular como si fuera una condicio´n de contorno, variando la formulacio´n de las ecuaciones con tal
de tener en cuenta la presencia de este polo. El problema es que mediante este me´todo aparec´ıan
una serie de problemas nume´ricos, como puede ser la generacio´n de oscilaciones espu´reas [13],
que han alentado a buscar otras alternativas. En otros casos, se ha tratado de evitar la presencia
de este tipo de polos redefiniendo la posicio´n de los centroides y evitando situar ninguno de ellos
en la singularidad [14].
Existen alternativas en las que el tratamiento de la singularidad en si esta´ ma´s relacionado con la
formulacio´n del esquema nume´rico propuesto. En [15], se trata esta singularidad empleando un
esquema nume´rico mixto que mezcla tanto ecuaciones en volu´menes fluidos como en diferencias
finitas relacionadas mediante criterios de equivalencia, los cuales unen los para´metros geome´tricos
del planteamiento en VF (volu´menes, normales...) con las integrales de diferencias finitas. En
u´ltimo lugar en este repaso bibliogra´fico, tambie´n existen alternativas basadas puramente en
diferencias finitas donde se utilizan esquemas nume´ricos de tipo WENO en la direccio´n radial
para tratar de mejorar los resultados obtenidos [16]. Estos esquemas nume´ricos de alta resolucio´n
se caracterizan por preservar la precisio´n en aquellas zonas del dominio donde la solucio´n es suave,
mientras que alla´ donde se produce una gran discontinuidad trata de ofrecer una solucio´n estable
y sin oscilaciones.
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En el presente trabajo se opto´ por una aproximacio´n del problema ma´s enfocada al tratamiento
del esquema nume´rico, como se ha comentado en estos u´ltimos ejemplos. El hecho es que, tal
y como se comenta en [17], si se trata con la forma general de las ecuaciones de Euler (2.1.32
2.1.33 y 2.1.34), el operador diferencial y la forma de las ecuaciones es exactamente ide´ntica en
coordenadas cil´ındricas respecto a lo obtenido en cartesianas, salvo por algunos te´rminos fuente
que aparecen. Por este motivo, se decidio´ afrontar el problema de la forma ma´s simple posible
en este proyecto, empleando las ecuaciones de Euler previamente mencionadas en su forma
general. Para poder realizar esta aproximacio´n, se asumio´ que tanto los te´rminos fuente como
los productos cruzados de las ecuaciones de cantidad de movimiento fueran considerados como
nulos, adema´s de ser conscientes de que el esquema no iba a ser completamente conservativo.
De esta forma, no era necesario lidiar con ninguna singularidad ya que no interven´ıa directamente
en la formulacio´n. Sin embargo, aparecieron otros problemas igualmente importantes, ya que se
necesitaba lidiar en este caso con dos volu´menes distintos producto de la discretizacio´n del
dominio fluido, as´ı como la necesidad de definir el comportamiento del flujo en los volu´menes en
contacto con la singularidad. Todos estos inconvenientes y algunos ma´s han sido tratados en la
seccio´n de implementacio´n del co´digo en cil´ındricas en el cap´ıtulo 3.
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Cap´ıtulo 3
Implementacio´n nume´rica
En este apartado se ha descrito de forma ma´s detallada como se discretizaron las ecuaciones de
Euler, tanto espacialmente como temporalmente, con tal de adaptarlas a una malla escalonada
en 3D. Adema´s, se trato´ de implementar las distintas condiciones de contorno en el esquema
nume´rico desarrollado, haciendo uso de las denominadas celdas fantasma.
Finalmente, se usaron distintos tipos de limitadores de flujo con tal de ver si realmente estos
produc´ıan alguna mejor´ıa en la solucio´n obtenida, adaptando su formulacio´n a las particulari-
dades del esquema 3D de malla escalonada. Finalmente, se ha desarrollado el me´todo explicado
en el cap´ıtulo 2 para las coordenadas cil´ındricas, cambiando el planteamiento particular de las
ecuaciones cartesianas.
3.1. Esquema nume´rico
Al igual que en cualquier ca´lculo realizado con un software de meca´nica de fluidos computacional,
uno de los primeros pasos a la hora de resolver el problema fue elegir que tipo de malla se iba
a emplear teniendo en cuenta las particularidades de la aplicacio´n en cuestio´n. En este caso,
era necesario tener en cuenta que estaba enfocado a reflejar feno´menos tridimensionales en
conductos, por lo que su malla iba a estar compuesta por elementos del mismo tipo (cubos,
tetraedros, etc). Tambie´n era importante saber si la malla iba a ser de tipo estructurado o no, ya
que una malla estructurada permit´ıa acelerar la convergencia del ca´lculo pero al mismo tiempo
pod´ıa ser bastante dif´ıcil de conseguir en una geometr´ıa compleja. Por otra parte, una malla
no estructurada era ma´s sencilla de elaborar pero al mismo tiempo requer´ıa un mayor coste
computacional.
Otro aspecto crucial era saber si la malla ser´ıa escalonada, o bien, colocada. Por lo que respecta
a las mallas colocadas, al estar todas las variables almacenadas en los mismos lugares geome´tri-
cos, se puede conseguir un ahorro de coste computacional del sistema. Sin embargo, la poca
correlacio´n existente en mallas regulares de este tipo entre la presio´n almacenada en la celda y
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la velocidad, produce que en ocasiones la presio´n muestre oscilaciones espu´reas a lo largo del
dominio a pesar de haber resuelto el esquema de forma correcta (‘checkerboarding solution’). En
el caso de las mallas escalonadas, lo que sucede es que el coste computacional es mayor, ya que
las variables escalares esta´n almacenadas en el centroide de la celda, mientras que las vectoriales
se encuentran en el centro de las caras de cada uno de los volu´menes fluidos. Por contra, este
me´todo posee una mayor estabilidad, ya que relaciona estrechamente la presio´n registrada en la
celda, con la interpolada en los l´ımites de la misma, existiendo un acoplamiento entre presio´n y
velocidad que elimina estas oscilaciones espu´reas en la solucio´n de la presio´n.
Teniendo en cuenta las distintas ventajas e inconvenientes que tienen cada una de las eleccio-
nes, se decidio´ que este me´todo fuera de malla escalonada en 3D, donde los volu´menes fueron
inicialmente de forma ortoe´drica. De esta forma, la discretizacio´n de las ecuaciones de Euler se
simplificaba de forma importante, as´ı como el ca´lculo de las a´reas y volu´menes que interven´ıan
en el problema. Una vez obtenido el modelo con esta configuracio´n, se trato´ de implementar
el mismo me´todo en coordenadas cil´ındricas con tal de reducir el error espacial que pudiera
aparecer, al poder modelar exactamente la geometr´ıa de un conducto real. En la conversio´n
a coordenadas cil´ındricas, exist´ıan varias dificultades intr´ınsecas al desarrollo del modelo: dos
tipos de volu´menes distintos, las a´reas limı´trofes de cada una de las caras no eran siempre las
mismas... Todos estos pormenores se tuvieron en cuenta a la hora de desarrollar el modelo, y se
han explicado a lo largo del presente informe.
Sin embargo, la propiedad ma´s importante a destacar de este modelo es la forma en la que se
guardaron las distintas variables de estado. En este caso, se decidio´ que la malla fuera de tipo
escalonada, de tal forma que las variables escalares (densidad, presio´n, energ´ıa) se almacenaran
por un lado, mientras que las variables vectoriales lo hicieran en otro. La particularidad de
este me´todo consist´ıa en que estas variables escalares se almacenaban en los centroides de los
volu´menes, mientras que la cantidad de movimiento pasaba a estar almacenada en la superficies
de contacto, denominadas conectores. Estas superficies guardaban la cantidad de movimiento
que las atravesaba en la direccio´n normal, pudiendo ser tanto positivas como negativas segu´n la
direccio´n del flujo respecto del sistema de referencia global considerado.
De esta forma, al no considerar los te´rminos cruzados de las ecuaciones de la cantidad de movi-
miento (2.1.36), su discretizacio´n se simplifico´ enormemente, ya que se paso´ de un enfoque en 3D
a uno en 1D, empleando en este caso 3 ecuaciones 1D de la cantidad de movimiento, planteadas
en las direcciones normales de cada uno de los conectores.
Por lo que respecta a la formulacio´n nume´rica del me´todo, se siguieron las indicaciones expuestas
en [5], se consideraron en primer lugar tanto las ecuaciones de conservacio´n de la masa como
la de la energ´ıa, las cuales han sido presentadas como ∂W∂t = F (w, t). En la formulacio´n de
la ecuacio´n de conservacio´n de la masa, partiendo de 2.1.8, se puede obtener integrando en el
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volumen fluido (Ωi) que: ∫
Ωi
(
∂ρ
∂t
+ ~∇ · (ρ~u)) dΩi = 0 (3.1.1)∫
Ωi
∂ρ
∂t
=
∫
Sc
(ρc~uc · ~n dSc) (3.1.2)
∂ρi
∂t
=
1
Vi
Nc∑
c=1
(ρcucSc) (3.1.3)
Donde el sub´ındice i viene a indicar la variable almacenada en el centroide de la celda, mientras
que el sub´ındice c hace referencia a las variables en los conectores, siendo Nc en el nu´mero de
caras del volumen fluido considerado. Adema´s, Vi viene a ser el valor del volumen de la celda
en particular. Por lo que respecta a la ecuacio´n de la energ´ıa, el desarrollo es pra´cticamente
ide´ntico, teniendo en cuenta que la entalp´ıa total se puede desgranar en te´rminos de presio´n y
energ´ıa total:
ρh0 = ρe0 + P (3.1.4)
As´ı pues, la discretizacio´n resultante es:∫
Ωi
∂(ρe0)
∂t
dΩi =
∫
Ωi
~∇ · (ρh0~u) dΩi (3.1.5)∫
Ωi
∂(ρe0)
∂t
dΩi =
∫
Ωi
~∇ · ~u(ρe0 + P ) dΩi (3.1.6)
∂(ρe0)i
∂t
=
1
Vi
∫
Sc
((ρe0)c + Pc)~uc · ~n dSc (3.1.7)
∂(ρe0)i
∂t
=
1
Vi
Nc∑
c=1
((ρe0)c + Pc)ucSc (3.1.8)
Cabe recordar que los valores de presio´n, energ´ıa y densidad en los conectores se obtienen
ba´sicamente al interpolar los valores almacenados en los centroides, ya sea por un me´todo upwind
de primer orden o un k-scheme de alto orden.
Por lo que respecta a la cantidad de movimiento, el gasto ma´sico que fluye en direccio´n normal
a un conector determinado esta´ almacenado en la posicio´n espacial de dicho conector. Por este
motivo, al discretizar estas ecuaciones, se obtiene que es necesario hallar la cantidad de movi-
miento de la direccio´n en cuestio´n almacenada tanto en el volumen de la izquierda, como en el
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de la derecha del conector, dando como resultado las siguientes expresiones:∫
Ωi
∂ρu
∂t
dΩi = −
∫
Ωi
(∇ρu2 +∇P ) dΩi (3.1.9)∫
Ωi
∂ρu
∂t
dΩi = −
∫
Ωi
∇[ρu2 + P I¯] dΩi (3.1.10)
∂(ρuiSc)
∂t
= − 1
∆L
Ncaras∑
caras
(ρu2caras + Pcaras)Scaras (3.1.11)
Cabe recordar que la aproximacio´n es en 1D, por lo que las u´nicas caras que se ven afectadas del
nuevo volumen fluido son aquellas paralelas a la cara comu´n de los dos centroides originalmente
considerados, indicando en este caso el sub´ındice i la variable almacenada en el conector. Adema´s,
la velocidad empleada es la proyeccio´n de la velocidad almacendada en el volumen en la direccio´n
normal a la del conector (uLN y uRN ), conduciendo a una situacio´n como la que se puede observar
en el siguiente esquema:
uLN
uL
uR
uRN
Figura 3.1: Proyeccio´n de las velocidades almacenadas en los centroides adyacentes al conector
en cuestio´n.
De esta forma, teniendo en cuenta que solamente se consideran los te´rminos de la velocidad no
cruzados, la formulacio´n acaba convirtie´ndose en:
(ρuiSc)
∂t
=
1
∆L
((ρu2LN + PL)− (ρu2RN + PR))Sc (3.1.12)
Es importante destacar que el resultado es el mismo que si se hubieran discretizado las ecuaciones
siguiendo un esquema de diferencias finitas. En este caso, el enfoque inicial ha sido plantearlas en
un volumen 3D que estuviera centrado en la posicio´n donde esta´n almacenadas las componentes
de la velocidad. Como los conectores solamente almacenan una componente de esta magnitud,
la aproximacio´n se simplifica por si misma, al solo afectar los volu´menes a izquierda y a derecha.
Sin embargo, sigue siendo necesario reconstruir las componentes de la velocidad y abatirlas en
la correspondiente direccio´n normal tal y como se apunta en [5], para lograr esto se realizo´
una reconstruccio´n lineal de la cantidad de movimiento de forma vectorial en los centroides,
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empleando la cantidad de movimiento almacenada en cada uno de los conectores. Se asumio´ que
la cantidad de movimiento almacenada en los conectores se repart´ıa en los volumenes adyacentes
dependiendo del taman˜o relativo de cada uno de ellos. En otras palabras, si uno de los volu´menes
que une un conector es el doble de grande que el otro, tambie´n retendra´ el doble de cantidad
de movimiento que el otro. De esta forma, la expresio´n general para reconstruir la velocidad del
volumen interno (Vi) en una direccio´n aleatoria x viene a ser:
ρuni V = (
Vi
Vi+1 + Vi
ρuni+1/2Sc +
Vi
Vi−1 + Vi
ρuni−1/2Sc)∆Li (3.1.13)
Donde Vi, Vi+1, Vi−1 hacen referencia respectivamente al volumen que se esta´ calculando (Vi),
el que se situ´a una posicio´n ma´s alejada espacialmente (Vi+1) y una ma´s pro´xima (Vi−1). Por
lo que respecta al valor de los conectores, se realizo´ una interpolacio´n ponderada de la informa-
cio´n en contacto con el volumen, involucrando de igual forma la distancia entre los puntos de
almacenamiento de la cantidad de movimiento (∆Li), es decir, la distancia entre caras.
i-1/2
i
i+1/2
i-1 i+1
∆Li
Figura 3.2: Imagen de la interpolacio´n lineal en el volumen para obtener la cantidad de movi-
miento en el centroide.
Una vez definidas todas las derivadas temporales de las distintas variables conservativas (ρ, ρ~uS,
ρe0), es necesario recurrir a la ecuacio´n de estado con tal de resolver el problema y poder propagar
la presio´n al siguiente paso temporal. Recordando la expresio´n de la energ´ıa total (2.1.20) y la
energ´ıa interna espec´ıfica (2.1.26), se puede encontrar en primer lugar la temperatura para acabar
hallando la presio´n en cuestio´n:
(ρe0)i = ρi(CvTi +
|~ui|2
2
) (3.1.14)
Tni =
1
Cv
(
(ρe0)
n
i
ρni
− |~ui|
2
2
) (3.1.15)
Pni = ρ
n
i RT
n
i (3.1.16)
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Finalmente, hay que detallar tambie´n como se adapto´ el criterio CFL para calcular el ma´ximo
paso temporal estable. As´ı pues, cabe recordar que en el ca´lculo del ma´ximo paso temporal
son necesarios una longitud caracter´ıstica y el conocimiento de los autovalores involucrados en
el problema. Cabe destacar tambie´n que el nu´mero de Courant esta´ comprendido normalmente
entre los valores 0 y 1, estando habitualmente por encima de 0.9 [5]. A pesar de esto, este nu´mero
permite regular el paso temporal y por lo tanto su valor depende en gran medida tambie´n del
tipo de integracio´n temporal que se esta´ empleando, como se observara´ en posteriores secciones.
Por lo que respecta a la longitud caracter´ıstica, al estar tratando con volu´menes en 3D, se escogio´
un ratio entre el volumen de la celda y la ma´xima a´rea de las caras que la constituyen. Para los
autovalores, se trato´ de hallar la ma´xima velocidad de la onda que se puede dar en el dominio
discretizado (cmax):
∆t = CFL
∆x
cmax
= CFL
(
V
Sc
)
min
1
cmax
(3.1.17)
cmax = max(|ui|+ ai) (3.1.18)
ai =
√
γRTi (3.1.19)
As´ı pues, se puede observar como este criterio es extremadamente conservador, ya que trata
de encontrar aquella regio´n donde la relacio´n taman˜o de celda-velocidad del flujo sea la menor
posible y emplear un paso temporal menor al dado por este ratio, modifica´ndolo mediante el
nu´mero de Courant. De esta forma, se asegura que en el instante t de ca´lculo la informacio´n
ya haya llegado f´ısicamente al punto donde se esta´ intentando obtener las variables de estado
computacionalmente, y que por lo tanto la solucio´n obtenida sea una actualizacio´n razonable de
la anterior.
3.2. Estructura del programa en cartesianas
Una vez descrita la integracio´n de las ecuaciones en los volu´menes fluidos y las distintas simplifi-
caciones asumidas, es hora de describir como se ordeno´ el almacenamiento de todas las variables
conservativas. Se ha considerado importante describir la denominada ‘conectividad’, tanto de
los volu´menes como de los conectores, por el hecho de que es una idea abstracta que implica
la forma particular elegida en este caso para resolver el problema. De esta forma, se facilita y
acelera el proceso de comprensio´n y adaptacio´n del co´digo en futuros trabajos por gente que no
haya estado directamente implicada en su desarrollo original.
En primer lugar, cabe destacar que el sistema de referencia se escogio´ de forma completamente
aleatoria: el eje Y corresponde al eje horizontal del a´rea transversal de entrada, el eje Z como el
eje vertical y el eje X como el eje longitudinal. Adema´s, el origen del mismo se situo´ en la esquina
inferior izquierda de la parte delantera del dominio de estudio, por lo que todas las coordenadas
de los centroides implicados y dema´s eran positivos.
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Una vez definido el sistema de coordenadas, ya se puede empezar a describir la conectividad
de los conectores y los volu´menes, que no fue otra cosa que poner a cada conector y volumen
un identificador distinto de tal forma que se pudiera saber, accediendo a estas matrices, con
que´ volu´menes y conectores estaban en contacto cada uno de ellos. Para realizar esta tarea,
simplemente se decidio´ enumerar los volu´menes en un determinado orden, de forma que se
empezaba con el que ma´s cerca se encontraba del sistema de referencia como 0, luego se prosiguio´
contando por la misma fila a medida que la coordenada Y iba aumentando. Una vez finalizada,
se paso´ a la siguiente fila en direccio´n Z y se siguio´ contando de igual forma. Cuando ya no hab´ıa
ma´s filas en Z, se continuo´ con la siguiente divisio´n en X y se siguio´ contando con el mismo
sistema. Para poner un ejemplo gra´fico, se ha decidido elaborar un esquema donde se muestra el
proceso de numeracio´n en un dominio fluido divido en 4 unidades para la direccio´n horizontal,
5 para la direccio´n vertical y 2 de acuerdo con la profundidad.
z 0 1 2 3
4 5 6 7
8 9 10 11
12 13 14 15
16 17 18 19
20 21 22 23
x y
Figura 3.3: Sistema de numeracio´n de los volu´menes en cartesianas y posicionamiento del S.R.
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Por lo que respecta a los conectores, se agruparon para su numeracio´n de forma totalmente
independiente entre ellos dependiendo de su direccio´n normal, es decir, todos los que ten´ıan
por ejemplo la direccio´n Y se numeraban de forma consecutiva siguiendo el sistema descrito
para los volu´menes, a la hora de hacer lo mismo con los de la direccio´n Z el conteo se volvio´ a
reiniciar desde 0 independientemente de cuantos conectores hab´ıan en la direccio´n anterior, para
la direccio´n X se hizo exactamente lo mismo. Au´n as´ı, cabe destacar que era necesario obtener
un identificador global que permitiera almacenar todas las variables de forma conjunta para
poder localizarlas a la hora de elaborar la matriz jacobiana necesaria para el ca´lculo mediante
el integrador impl´ıcito. En este identificador global se almaceno´ en primer lugar la densidad en
los centroides, la cantidad de movimiento en las direcciones Y, Z, X correspondientemente en
segundo lugar, y finalmente la energ´ıa total. Es importante destacar tambie´n que los conectores
numerados son solamente aquellos donde era necesario calcular la cantidad de movimiento que
albergaban en ellos, es decir, los conectores en contacto con las condiciones de contorno se
numeraron por separado siguiendo su propio sistema, pero no se incluyeron en el mismo registro
que el resto de conectores. A continuacio´n, se adjunta otro diagrama donde viene recogida esta
numeracio´n para los distintos tipos de conectores segu´n la direccio´n normal:
0 1 2
3 4 5
6 7 8
9 10 11
12 13 14
0 1 2 3
4 5 6 7
8 9 10 11
12 13 14 15
Figura 3.4: Numeracio´n de los conectores en cartesianas en la direccio´n Y (izquierda) y en la
direccio´n Z (derecha).
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El caso de los conectores en X no se ha incluido por el hecho de que no hab´ıa suficiente espacio,
pero el sistema es exactamente el mismo. En u´ltimo lugar por lo que respecta a la numeracio´n
de conectores, se ha mencionado que aquellos que estaban en contacto con una condicio´n de
contorno no se contaron de la misma forma que el resto de conectores, ni formaron parte del
sistema de ecuaciones. En estos casos, todos los conectores que se encontraban en esta situacio´n se
les asigno´ un numero de forma consecutiva, a diferencia de lo que hab´ıa sucedido anteriormente.
Los primeros conectores fueron los situados en el plano X-Z de menor coordenada Y , para luego
seguir con los de mayor coordenada. Una vez terminado con estos, se numero´ los situados en el
plano inferior Y-X para seguir con los del superior, siguiendo con el mismo sistema en los del
plano Y-Z. Esto se hizo con la finalidad de almacenar las coordenadas de todos estos centroides
para ofrecer la posibilidad de introducir condiciones de contorno que no solamente dependan del
tiempo, si no de la posicio´n espacial que este´n ocupando, adema´s de poder almacenar los valores
de las variables de intere´s en cada uno de estos conectores de forma ordenada.
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
30 31 32 33
34 35 36 37
22 23 24 25
26 27 28 29
Figura 3.5: Numeracio´n de los conectores en contacto con las condiciones de contorno en carte-
sianas.
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Por u´ltimo, es importante comentar el esquema ba´sico del algoritmo que se empleo´ en el co´digo,
ya que esta es la informacio´n de mayor utilidad para futuros proyectos. A fin de evitar una
sobrecarga de informacio´n en el mismo diagrama, se ha tratado de dividir su contenido en
distintos esquemas: el de la funcio´n principal del programa, el de la funcio´n ‘actualiza’ y el de
la funcio´n ‘ca´lculo nuevo estado’. En este caso, se ha considerado el primero de ellos:
Figura 3.6: Esquema de la funcio´n principal del programa
En la funcio´n principal de ca´lculo se trata de hallar el vector de estados, los valores de la presio´n
y la velocidad despue´s de alcanzar un determinado instante temporal. Para conseguir esto, el
procedimiento se implemento´ de forma secuencial de la siguiente forma:
Inicializacio´n del problema: en esta funcio´n se configuran todas las matrices auxiliares
de ca´lculo y de conectividad necesarias para completar el algoritmo, de acuerdo con los
para´metros geome´tricos de entrada (dia´metro hidra´ulico, longitud, nu´meros de divisiones
por eje...)
Valores iniciales: se le asigna un valor inicial tanto a las variables de estado, como a la
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presio´n y a la temperatura dependiendo de las funciones iniciales introducidas en el co´digo.
Condicio´n de contorno actualizada: las condiciones de contorno se revalu´an en cada instante
temporal para almacenar en los conectores en cuestio´n los valores adecuados.
Funcio´n ‘actualiza’: esta funcio´n se encarga de hacer que el paso temporal que se acaba
de calcular en la iteracio´n anterior del bucle sea reconocido como la solucio´n anterior,
actualizando los valores de la velocidad en los centroides y de las variables de estado
volume´tricas en los conectores consecuentemente.
Funcio´n ‘ca´lculo nuevo estado’: calcula el nuevo paso y mediante el empleo del esquema
de integracio´n temporal seleccionado, se propaga la solucio´n en el tiempo calculando las
derivadas temporales correspondientemente.
Finalmente, se suma el paso temporal al tiempo total que ya se hab´ıa calculado, si al inicio de la
siguiente iteracio´n este tiempo se mantiene por debajo del tiempo deseado de ca´lculo, se vuelve
a realizar una nueva iteracio´n, si no, se sale del bucle while y se obtiene la solucio´n del problema.
Dentro de este bucle, existen dos funciones que merecen una explicacio´n ma´s detallada debido
a su complejidad, estas son la funcio´n ‘actualiza’ y la funcio´n ‘ca´lculo nuevo estado’.
Por lo que respecta a la funcio´n ‘actualiza’, su algoritmo ser´ıa ba´sicamente el siguiente:
Figura 3.7: Esquema de la funcio´n ‘actualiza’
En esta funcio´n, se establece que el paso temporal nuevo calculado en la iteracio´n del bucle
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anterior pase a considerarse como la solucio´n del paso n. Esto es importante ya que hay que
recordar que en los integradores expl´ıcitos, la solucio´n del siguiente paso temporal se calcula con
los datos del anterior. En los integradores impl´ıcitos, esto es indiferente ya que no se hace uso de
estos valores en los conectores, directamente se deja todo en funcio´n de las variables de estado
situadas tanto en los centroides como en los conectores correspondientemente. El siguiente paso,
es la obtencio´n de la velocidad en los centroides utilizando la fo´rmula 3.1.13 para hallar cada
una de las componentes de la velocidad, luego se divide cada una de ellas por la densidad del
centroide y su volumen para finalmente hallar el mo´dulo de la velocidad calculando la norma de
estas nuevas componentes. A continuacio´n se emplea la secuencia de ecuaciones 3.1.14, 3.1.15
y 3.1.16 para usar la ley de estado con el fin de hallar las presiones y las temperaturas en los
distintos centroides. Una vez calculados todos estos para´metros, se obtiene como productos de
la funcio´n el vector de estados del paso anterior y las nuevas temperaturas y presiones que se
van a emplear.
Por u´ltimo, en la funcio´n ‘ca´lculo nuevo estado’ se buscan los valores del nuevo vector de esta-
dos, es decir, se obtiene como respuesta de la funcio´n el siguiente paso temporal. El algoritmo
empleado para esta subrutina es el siguiente:
Figura 3.8: Esquema de la funcio´n ‘ca´lculo nuevo estado’
Para hacerlo, simplemente se definen en primer lugar los para´metros de la funcio´n, luego se
calcula el siguiente paso temporal mediante 3.1.17, 3.1.18 y 3.1.19 empleando la temperatura
y la velocidad calculadas en la funcio´n ‘actualiza’. Finalmente, se calcula el siguiente vector de
variables de estado utilizando el integrador que se haya seleccionado en cada caso, estos inte-
gradores temporales llaman al mismo tiempo a otra funcio´n encargada de calcular las derivadas
temporales segu´n la variables de estado de entrada (provenientes del paso temporal anterior en el
caso expl´ıcito) y el paso temporal. El ca´lculo de las derivadas temporales se consigue al emplear
las discretizaciones de las ecuaciones vistas en 3.1.3, 3.1.12 y 3.1.8.
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Por u´ltimo, simplemente destacar que para saber ma´s sobre el programa desarrollado, que´ es lo
que hacen cada una de las funciones o como esta´n estructuradas las diferentes matrices usadas
(su finalidad, lo que significa cada columna...) se puede acudir a los archivos de Python, donde
cada una de las funciones esta´ completamente detallada explicando cual es su objetivo.
3.3. Particularizacio´n de las condiciones de contorno
Como ya se ha comentado, se usaron las condiciones de control de tipo pared para el desarrollo
del programa. En el caso del me´todo de discretizacio´n upwind, el valor se impuso en los l´ımites
de la celda directamente al ser de tipo Dirichlet, facilitando su implementacio´n en el esquema
nume´rico.
El problema ven´ıa para el caso k-scheme ya que el proceso de aproximacio´n del valor en los l´ımites
de la celda era un poco ma´s complicado. Para facilitar la comprensio´n de la problema´tica que se
esta´ comentando, se puede imaginar un ejemplo en el que se este´ calculando el volumen inferior
de un dominio fluido, siendo la velocidad positiva en el conector superior perteneciente a esta
celda para una determinada direccio´n. Segu´n lo mostrado en anteriores secciones, es necesario
hallar los valores de Pc, ρe0c y ρc para resolver el problema. En el conector inferior, no hay
ningu´n inconveniente ya que estos valores vienen impuestos por la condicio´n de contorno. No se
puede decir lo mismo del conector superior, ya que si se recuerda la formulacio´n del k-scheme
(2.2.6) y se aplica para este volumen en particular, se obtiene que:
φ3/2 =
φ1 + φ2
2
+
1− k
4
(−φ0 + 2φ1 − φ2) (3.3.1)
El valor de φ0 hace referencia al centroide de una celda que excede los l´ımites del volumen fluido.
Para estos casos, se supuso que exist´ıa esta celda ma´s alla´ y que solamente participaba en la
aproximacio´n del valor en el l´ımite de la celda. Para hallar φ0, simplemente se utilizo´ la condicio´n
de contorno para relacionar la celda fantasma y la primera celda mediante un esquema espacial
de tipo CDS, obteniendo la siguiente expresio´n nume´rica:
φ1/2 =
φ1 + φ0
2
(3.3.2)
2φ1/2 = φ0 + φ1 (3.3.3)
φ0 = 2φ1/2 − φ1 (3.3.4)
Una vez obtenida esta fo´rmula, se puede emplear 3.3.1 para seguir con el procedimiento normal.
Se decidio´ desarrollar esta aproximacio´n del valor en la celda fantasma por el hecho de que este
esquema lo que realmente hace es calcular una recta usando los dos puntos aguas arriba, para
luego corregir su pendiente empleando el punto aguas abajo:
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Figura 3.9: Construccio´n de las rectas para la aproximacio´n del valor en un k-scheme dependiendo
de si la velocidad es positiva (izquierda) o negativa (derecha) [3]
Por este motivo, se penso´ que conociendo el valor en el l´ımite de la celda, una aproximacio´n
lineal ser´ıa correcta para obtener este valor.
3.4. Limitadores de flujo
Por lo que respecta a los limitadores de flujo, en esta seccio´n se ha tratado de mostrar como se
implementaron tanto el MDT como el FCT, haciendo especial hincapie´ en aquellos puntos del
programa que pudieran ser ma´s complicados de deducir de forma abstracta sobre el papel.
MDT
Recordando lo que ya se dijo sobre este me´todo [11], este trata de amortiguar las posibles
oscilaciones que hayan aparecido en una solucio´n en particular mediante un te´rmino difusivo
que viene a simular los efectos de la difusio´n real en la ecuacio´n de cantidad de movimiento. As´ı
pues, la ecuacio´n original de la cantidad de movimiento tendr´ıa una forma final como esta:
∂ρ~u
∂t
+ ~∇ · (ρ~u⊗ ~u+ ~D) = −∇P (3.4.1)
Siguiendo la discretizacio´n de la ecuacio´n realizada para llegar a 3.1.12, esta resulta en :
(ρuiSc)
∂t
=
1
∆L
(ρu2LN + PL − (ρu2RN + PR))Sc +
1
∆L
(DLN −DRN ) (3.4.2)
Cabe destacar que tanto DLN como DRN son proyecciones del gradiente de cantidad de movi-
miento que se dan tanto en el volumen izquierdo como en el derecho respecto de un conector.
De esta forma, estos gradientes se obtienen como:
DL,R = ∇(ρuSc) (3.4.3)
Para aproximar esta proyeccio´n de los gradientes simplemente se recurrio´ a un esquema de
diferencias finitas, teniendo en cuenta que los signos del te´rmino difusivo ya indicaban cuando
el flujo entraba al conector (+) y cuando sal´ıa (-). De esta forma los gradientes ∇(ρuSc), tanto
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a izquierda como a derecha, se aproximaron como:
∇(ρuSc)L = ρui−1Sc − ρuiSc
∆L
(3.4.4)
∇(ρuSc)R = ρuiSc − ρui+1Sc
∆L
(3.4.5)
Se pudo apreciar como el te´rmino difusivo se volvio´ muy relevante cuando exist´ıan grandes
gradientes de cantidad de movimiento entre los conectores, suavizando las oscilaciones que se
pudieran producir. As´ı pues,  viene a ser el equivalente a la viscosidad, que se calcula teniendo
en cuenta el taman˜o de la celda en particular, la velocidad del flujo que la trasiega y el paso
temporal en cuestio´n:
 =
|~u|
2
(∆L− |~u|∆t) (3.4.6)
FCT
Este me´todo consist´ıa en postprocesar las soluciones obtenidas en un determinado paso temporal,
realizando una primera etapa de difusio´n encargada de suavizar la solucio´n obtenida a lo largo del
dominio, seguida finalmente de una etapa de recuperacio´n de la solucio´n no difusiva en aquellas
regiones donde el gradiente de cantidad de movimiento no era tan elevado.
Por lo tanto, era necesario deducir como aplicar este me´todo al esquema 3D que se hab´ıa desa-
rrollado. De acuerdo con la informacio´n provista en la bibliograf´ıa, las oscilaciones observadas
en la densidad y la temperatura provienen de los flujos de cantidad de movimiento o enta´lpicos,
los cuales dependen de forma directa de las ecuaciones de la cantidad de movimiento. Por este
motivo, se decidio´ aplicar este me´todo simplemente a las ecuaciones de cantidad de movimiento
con tal de suprimir las oscilaciones de todas las variables del vector de estados simulta´neamen-
te [5]. En la fase difusiva, se empleo´ la difusio´n mediante amortiguamiento (Ecuacio´n 2.5.3),
adaptando el esquema de tal forma que los sub´ındices i hicieran referencia en este caso a los
conectores donde estaba almacenada la cantidad de movimiento, mientras que i± 1/2 designa-
ban las proyecciones en la direccio´n deseada de la cantidad de movimiento reconstruida en los
volu´menes. As´ı pues, las ecuaciones adaptadas a este me´todo son:
( ¯ρuSc)
n+1
i = (ρuSc)
n+1
i +Di(ρuSc)
n
i (3.4.7)
Di(ρuSc)
n = θ(ρuSc)
n
i+1/2 − θ(ρuSc)ni−1/2 (3.4.8)
θ(ρuSc)
n
i+1/2 = [(ρuSc)
n
i+1 − (ρuSc)ni ]
ϑ
4
(3.4.9)
θ(ρuSc)
n
i−1/2 = [(ρuSc)
n
i − (ρuSc)ni−1]
ϑ
4
(3.4.10)
Por lo que respecta a la fase antidifusiva, el desarrollo es similar al expuesto anteriormente. Cabe
recordar pues las fo´rmulas ba´sicas que se iban a emplear en el me´todo antidifusivo, usando la
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aproximacio´n ‘phoenical’:
¯(ρuSc)
n+1
i =
¯(ρuSc)i
n+1
+Ai(W
n+1
i ) (3.4.11)
Ai((ρuSc)
n+1
i ) = Ψ((ρuSc)
n+1
i+1/2)−Ψ((ρuSc)n+1i−1/2) (3.4.12)
De esta forma el ca´lculo de las funciones antidifusivas, tanto en la posicio´n i + 1/2 como en la
i− 1/2, se reduce a las siguientes expresiones:
Ψ((ρuSc)i+1/2) = s
+ ·max[0,min(5
8
s+∆(ρuSc)i−1/2,
1
8
|∆(ρuSc)i+1/2|,
5
8
s+∆(ρuSc)i+3/2)]
(3.4.13)
Ψ((ρuSc)i−1/2) = s− ·max[0,min(
5
8
s−∆(ρuSc)i−3/2,
1
8
|∆(ρuSc)i−1/2|,
5
8
s−∆(ρuSc)i+1/2)]
(3.4.14)
Siendo estas variables:
∆(ρuSc)i−3/2 = (ρuSc)i−1 − (ρuSc)i−2 (3.4.15)
∆(ρuSc)i−1/2 = (ρuSc)i − (ρuSc)i−1 (3.4.16)
∆(ρuSc)i+1/2 = (ρuSc)i+1 − (ρuSc)i (3.4.17)
∆(ρuSc)i+3/2 = (ρuSc)i+2 − (ρuSc)i+1 (3.4.18)
s+ = signo(∆(ρuSc)i+1/2) (3.4.19)
s− = signo(∆(ρuSc)i−1/2) (3.4.20)
Las ecuaciones mostradas anteriormente para la funcio´n antidifusiva solamente serv´ıan en aque-
llos conectores que estaban en regiones interiores, si se situaban en alguno de los dos extremos su
formulacio´n deb´ıa cambiar por el hecho de que no exist´ıa un conector que estuviera dos posicio-
nes ma´s alejado o cercano que el i, ya que exceder´ıa el dominio. As´ı pues, en caso de encontrarse
en el extremo izquierdo la formulacio´n pasaba a ser:
Ψ((ρuSc)i−1/2) = s−max[0,min(
1
8
|∆(ρuSc)i−1/2|,
5
8
s∆(ρuSc)i+1/2)] (3.4.21)
Ψ((ρuSc)i+1/2) = s
+max[0,min(
5
8
s+∆(ρuSc)i−1/2,
1
8
|∆(ρuSc)i+1/2|,
5
8
s+∆(ρuSc)i+3/2)]
(3.4.22)
Teniendo en cuenta de que ∆(ρuSc)i−1/2 = Wi −Wcdc para este caso. En el extremo derecho la
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situacio´n que se produce es ana´loga, siendo por lo tanto las fo´rmulas:
Ψ((ρuSc)i+1/2) = s
+max[0,min(
5
8
s+∆(ρuSc)i−1/2,
1
8
|∆(ρuSc)i+1/2|))] (3.4.23)
Ψ((ρuSc)i−1/2) = s−max[0,min(
5
8
s−∆(ρuSc)i−3/2,
1
8
|∆(ρuSc)i−1/2|,
5
8
s−∆(ρuSc)i+1/2)]
(3.4.24)
3.5. Integrador impl´ıcito
Formulacio´n de las derivadas para los volu´menes internos
Por lo que respecta a la implementacio´n de este integrador temporal, simplemente se deb´ıa
recordar que era necesario calcular la matriz jacobiana del sistema, ya que el esquema de flujos
expuesto anteriormente no ten´ıa ninguna variacio´n temporal (a no ser que las condiciones de
contorno cambien con el tiempo, en cuyo caso b˙(t) no sera´ 0 y se an˜adir´ıa a la expresio´n del
te´rmino de la derecha de la Ecuacio´n 2.3.24 ). As´ı pues, se empezo´ a calcular cada una de las
derivadas requeridas empezando por la ecuacio´n de continuidad, debido a su sencillez. En este
caso, se considero´ un volumen interno (sin estar en contacto con una condicio´n de contorno)
para poder reflejar el caso ma´s general, desarrollando la expresio´n de este flujo se pudo deducir
que:
F1,i =
1
Vi
(ρui−1/2Sc − ρui+1/2Sc + ρvj−1/2Sc − ρvj+1/2Sc + ρwk−1/2Sc − ρwk+1/2Sc) (3.5.1)
As´ı pues, se obtiene que las correspondientes derivadas son:
∂F1,i
∂ρui−1/2Sc
=
1
Vi
∂F1,i
∂ρvj−1/2Sc
=
1
Vi
∂F1,i
∂ρwk−1/2Sc
=
1
Vi
∂F1,i
∂ρui+1/2Sc
= − 1
Vi
∂F1,i
∂ρvj+1/2Sc
= − 1
Vi
∂F1,i
∂ρwk+1/2Sc
= − 1
Vi
(3.5.2)
Se considero´ la idea de suponer que exist´ıa una dependencia con respecto a la densidad en los
volu´menes, pero se concluyo´ que en este caso no tendr´ıa mucho sentido, ya que no hab´ıa una
dependencia directa en el proceso de derivacio´n entre la cantidad de movimiento de los conectores
y la densidad de los centroides, al ser una de las variables que formaba parte por si misma del
vector de estados, por lo que se descarto´ suponiendo estos te´rminos como 0. En caso de que
alguno de estos centroides estuviera en contacto con una condicio´n de contorno, esta pasaba
a formar parte de la matriz de te´rminos independientes b(t) y se eliminaba la correspondiente
derivada de la matriz jacobiana A’(W,t).
En las ecuaciones de cantidad de movimiento, se siguio´ respetando la independencia de las 3
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direcciones entre ellas, por lo que si se lograba hallar los valores de las derivadas para la cantidad
de movimiento en el eje X, estas ser´ıan homo´logas para los ejes Y y Z. Cabe recordar que el
ca´lculo de la cantidad de movimiento, si la malla era uniforme, se basaba en:
F4i = ((ρu
2
N + P )L − (ρu2N + P )R)
Sc
∆L
(3.5.3)
ρ~uV =
1
2
(ρvjSc + ρvj+1Sc)∆Ly +
1
2
(ρwkSc + ρwk+1Sc)∆Lz +
1
2
(ρuiSc + ρui−1Sc)∆Lx (3.5.4)
T =
1
Cv
(
ρe0
ρ
− |u|
2
2
) (3.5.5)
P = ρR
1
Cv
(
ρe0
ρ
− |u|
2
2
) (3.5.6)
Es importante destacar que para estas ecuaciones, la nomenclatura se ha cambiado ligeramente,
ya que i, j, k han pasado a designar los conectores en las direcciones X,Y,Z. Al mismo tiempo,
L y R pasan a designar la variable del centroide en cuestio´n a izquierda (menor coordenada) y
a derecha del conector (mayor coordenada). Suponiendo un conector interno, cuyos volu´menes
adyacentes no delimiten con una condicio´n de contorno en ninguno de sus respectivos conectores,
se puede sustituir Ecuacio´n 3.5.4 y Ecuacio´n 3.5.6 en Ecuacio´n 3.5.3 para obtener:
(ρu2N+P )L =
(ρuNLVL)
2
ρLV 2
+ρLRTL =
=
(12(ρui−1Sc+ρuiSc)∆LxL)
2
ρLV 2L
+ρL
R
Cv
(
(ρe0)L
ρL
− 1
2
((
ρuLV
ρLVL
)2
+
(
ρvLV
ρLVL
)2
+
(
ρwLV
ρLVL
)2))
=
(12(ρui−1Sc+ρuiSc)∆LxL)
2
ρLV 2L
+ρL
R
Cv
((ρe0)L
ρL
− 1
2
(( 1
2(ρui−1Sc+ρuiSc)∆LxL
ρLVL
)2
+
( 1
2(ρwk+1Sc+ρwkSc)∆LzL
ρLVL
)2
+
( 1
2(ρvj+1Sc+ρvjSc)∆LyL
ρLVL
)2))
(ρu2N+P )R =
(ρuNRV )
2
ρRV 2R
+ρRRTR =
=
(12(ρui+1Sc+ρuiSc)∆LxR)
2
ρRV 2R
+ρR
R
Cv
(
(ρe0)R
ρR
− 1
2
((
ρuRV
ρRVR
)2
+
(
ρvRV
ρRVR
)2
+
(
ρwRV
ρRVR
)2))
=
(12(ρui+1Sc+ρuiSc)∆LxR)
2
ρRV 2R
+ρR
R
Cv
((ρe0)R
ρR
− 1
2
(( 1
2(ρui+1Sc+ρuiSc)∆LxR
ρRVR
)2
+
( 1
2(ρwk+2Sc+ρwk+3Sc)∆LzR
ρRVR
)2
+
( 1
2(ρvi+2Sc+ρvi+3Sc)∆LyR
ρRVR
)2))
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Sustituyendo las dos u´ltimas expresiones en Ecuacio´n 3.5.3, se pueden acabar obteniendo las
derivadas de estos te´rminos:
∂F4i
∂ρui−1Sc
=
∆L2xL(2Cv−R)(ρui−1Sc+ρuiSc)
4CvρLV 2L
(3.5.7)
∂F4i
∂ρuiSc
= −(2Cv−R)(∆L
2
xL
ρRV
2
R(ρuiSc+ρui−1Sc)−∆LxRρLV 2L (ρuiSc+ρui+1Sc))
4CvρLρRV 2LV
2
R
(3.5.8)
∂F4i
∂ρui+1Sc
= −∆L
2
xR
(2Cv−R)(ρuiSc+ρui+1Sc)
4CvρRV 2R
(3.5.9)
∂F4i
∂ρwkSc
= −∆L
2
zL
R(ρwkSc+ρwk+1Sc)
4CvρLV 2L
(3.5.10)
∂F4i
∂ρwk+1Sc
= −∆L
2
zL
R(ρwkSc+ρwk+1Sc)
4CvρLV 2L
(3.5.11)
∂F4i
∂ρwk+2Sc
=
∆L2zRR(ρwk+2Sc+ρwk+3Sc)
4CvρRV 2R
(3.5.12)
∂F4i
∂ρwk+3Sc
=
∆L2zRR(ρwk+2Sc+ρwk+3Sc)
4CvρRV 2R
(3.5.13)
∂F4i
∂ρvjSc
= −∆L
2
yL
R(ρvjSc+ρvj+1Sc)
4CvρLV 2L
(3.5.14)
∂F4i
∂ρvj+1Sc
= −∆L
2
yL
R(ρvjSc+ρvj+1Sc)
4CvρLV 2L
(3.5.15)
∂F4i
∂ρvj+2Sc
=
∆L2yRR(ρvj+2Sc+ρvj+3Sc)
4CvρRV 2R
(3.5.16)
∂F4i
∂ρvj+3Sc
=
∆L2yRR(ρvj+2Sc+ρvj+3Sc)
4CvρRV 2R
(3.5.17)
∂F4i
∂(ρe0)L
=
R
Cv
(3.5.18)
∂F4i
∂(ρe0)R
=
−R
Cv
(3.5.19)
F4i
∂ρL
=
∆L2yLR(ρvjSc+ρvj+1Sc)
2−2Cv∆L2xL(ρuiSc+ρui−1Sc)2
8Cvρ2LV
2
L
+
R(∆L2xL(ρuiSc+ρui−1Sc)
2+∆L2zL(ρwkSc+ρwk+1Sc)
2)
8Cvρ2LV
2
L
(3.5.20)
F4i
∂ρR
=−∆L
2
yR
R(ρvj+2Sc+ρvj+3Sc)
2−2Cv∆L2xR(ρuiSc+ρui+1Sc)2
8Cvρ2RV
2
R
−
R(∆L2xR(ρuiSc+ρui−1Sc)
2+∆L2zR(ρwk+2Sc+ρwk+3Sc)
2)
8Cvρ2RV
2
R
(3.5.21)
Es importante destacar que todas estas derivadas van multiplicadas por un factor de Sc∆L que
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depende de la direccio´n principal en la que se esta´ calculando, el cual no se ha incluido para
evitar repeticiones innecesarias. En el caso anterior, se estaba calculando en la direccio´n X como
direccio´n principal, por lo que el a´rea a emplear es la de los conectores en perpendicular a esta
direccio´n y el ∆L es la distancia entre los centroides en esa misma direccio´n. En el esquema
que se muestra ma´s abajo, se puede observar a que´ conectores o volu´menes hac´ıa referencia
cada uno de los sub´ındices, de tal forma que se pueda comprender mejor el proceso. Se dedujo
pues que las derivadas eran equivalentes si se tomaban las direcciones Y y Z como eje principal
de ca´lculo, simplemente se ten´ıa que sustituir alla´ donde apareciera la cantidad de movimiento
en X por la de la direccio´n que se estuviera calculando y viceversa. Con esto, ya se hab´ıan
definido todas las derivadas correspondientes a los flujos F2i , F3i , F4i . Por lo que respecta a
las condiciones de contorno, en caso de llegar a alguna, simplemente se considero´ no incluir la
derivada correspondiente a ese te´rmino, aunque en el resto de derivadas s´ı que se deb´ıa emplear
ese valor.
J
L
K+1
K
J+1
I-1 I I+1
J+2
J+3
K+3
K+2
R
Figura 3.10: Significado de los ı´ndices para el ca´lculo de las derivadas en las ecuaciones de
cantidad de movimiento.
Por u´ltimo, se hallaron las derivadas relacionadas con la ecuacio´n de la energ´ıa (F5i). Para
hacerlo, se desarrollo´ la expresio´n del flujo relacionada con esta variable del vector de estados para
un centroide interno donde todos los te´rminos involucrados fueran diferentes a 0, recuperando
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adema´s la nomenclatura original de volumen (i, j, k) y conector (i±1/2, j±1/2, k±1/2):
F5i =
1
Vi
(
Nc∑
c=1
(PcucSc+ρecucSc)) = (3.5.22)
1
Vi
(−Pi+1/2ui+1/2Sc+Pi−1/2ui−1/2Sc−Pj+1/2vj+1/2Sc) (3.5.23)
+
1
Vi
(Pj−1/2vj−1/2Sc−Pk+1/2wk+1/2Sc+Pk−1/2wk−1/2Sc) (3.5.24)
+
1
Vi
(−(ρe)i+1/2ui+1/2Sc+(ρe)i−1/2ui−1/2Sc−(ρe)j+1/2vj+1/2Sc) (3.5.25)
+
1
Vi
((ρe)j−1/2vj−1/2Sc−(ρe0)k+1/2wk+1/2Sc+(ρe)k−1/2wk−1/2Sc) (3.5.26)
De acuerdo a lo expuesto anteriormente, las ecuaciones de la cantidad de movimiento eran
independientes entre ellas, por lo que los te´rminos que regulan el flujo enta´lpico tambie´n lo eran.
Esto quiere decir que, si se conoc´ıan las derivadas de los te´rminos relacionados con una direccio´n
(Pi+1/2ui+1/2Sc, Pi−1/2ui−1/2Sc, (ρe)i+1/2ui+1/2Sc, (ρe)i−1/2ui−1/2Sc), se pod´ıan obtener las del
resto. Llegados a este punto, era necesario desarrollar estas expresiones, ya que para hallar
los valores de la presio´n y de la energ´ıa espec´ıfica en los conectores, hab´ıa que aproximarlos
mediante algu´n esquema de discretizacio´n (k-scheme) que permitiera obtener todo en funcio´n de
las variables del vector de estados (W):
Pi+1/2ui+1/2Sc = Pi+1/2
ρui+1/2Sc
ρi+1/2
=
[
Pi+Pi+1
2
+
1−k
4
(−Pi−1+2Pi−Pi+1)
]
ρui+1/2Sc
ρi+ρi+1
2 +
1−k
4 (−ρi−1+2ρi−ρi+1)
(3.5.27)
Pi−1/2ui−1/2Sc = Pi−1/2
ρui−1/2Sc
ρi−1/2
=
[
Pi−1+Pi
2
+
1−k
4
(−Pi−2+2Pi−1−Pi)
]
ρui−1/2Sc
ρi−1+ρi
2 +
1−k
4 (−ρi−2+2ρi−1−ρi)
(3.5.28)
(ρe)i−1/2ui−1/2Sc =
[
(ρe)i−1+(ρe)i
2
+
1−k
4
(−(ρe)i−2+2(ρe)i−1−(ρe)i)
]
ρui−1/2Sc
ρi−1+ρi
2 +
1−k
4 (−ρi−2+2ρi−1−ρi)
(3.5.29)
(ρe)i+1/2ui+1/2Sc =
[
(ρe)i+(ρe)i+1
2
+
1−k
4
(−(ρe)i−1+2(ρe)i−(ρe)i+1)
]
ρui+1/2Sc
ρi+ρi+1
2 +
1−k
4 (−ρi−1+2ρi−ρi+1)
(3.5.30)
Observando estas u´ltimas expresiones, se concluyo´ que era necesario considerar tres volu´menes
distintos para cada uno de los te´rminos de presio´n o energ´ıa. Los volu´menes escogidos depend´ıan,
tanto de la posicio´n del conector calculado, como de la direccio´n de la velocidad. Segu´n estos dos
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para´metros, la expresio´n de las derivadas se pod´ıa ver modificada, an˜adiendo una complejidad
extra al proceso de implementacio´n. En los siguientes gra´ficos 3.11 y 3.12, se pueden observar las
posibilidades existentes para el ca´lculo de los te´rminos en el conector superior de una celda para
un eje determinado. Los conectores marcados en rojo hacen referencia a donde se esta´ calculando
la variable desconocida, mientras que aquellas regiones marcadas en azul hacen referencia a las
que exceden los dominios o simplemente esta´n en contacto con las condiciones de contorno (en
el caso de los conectores):
CASO 1 CASO 2 CASO 3
I-1
I
I+1
I+1/2
Figura 3.11: Conectores y volu´menes implicados en la aproximacio´n de una variable de intere´s
en el conector superior de una celda para un flujo positivo (ρuSc ≥ 0)
CASO 1 CASO 2 CASO 3
I
I+1
I+2
I+1/2
Figura 3.12: Conectores y volu´menes implicados en la aproximacio´n de una variable de intere´s
en el conector superior de una celda para un flujo negativo (ρuSc < 0)
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Era necesario desarrollar en mayor medida las ecuaciones 3.5.27 y 3.5.28, ya que la presio´n
no formaba parte del vector W. De esta forma, se dedujo que las expresiones de las derivadas
iban a ser realmente complejas y se deb´ıa de estudiar detenidamente como implementarlas en
el software que se estaba desarrollando. El conjunto de ecuaciones resultante para calcular las
derivadas relacionadas con la presio´n en la ecuacio´n de la energ´ıa era:
Pi+1/2ui+1/2Sc = Pi+1/2
ρui+1/2Sc
ρi+1/2
=
[
Pi+Pi+1
2
+
1−k
4
(−Pi−1+2Pi−Pi+1)
]
ρui+1/2Sc
ρi+ρi+1
2 +
1−k
4 (−ρi−1+2ρi−ρi+1)
(3.5.31)
Pi =
R
Cv
(
(ρe0)i− ρi
2
((
1/2(ρui+1/2Sc+ρui−1/2Sc)∆Lxi
ρiVi
)2))
−Rρi
2Cv
((
1/2(ρvi,j−1/2Sc+ρvi,j+1/2SC)∆Lyi
ρiVi
)2
+
(
1/2(ρwi,k+1/2Sc+ρwi,k−1/2Sc)∆Lzi
ρiVi
)2)
(3.5.32)
Pi−1 =
R
Cv
(
(ρe0)i−1− ρi−1
2
((
1/2(ρui−3/2Sc+ρui−1/2Sc)∆Lxi−1
ρi−1Vi−1
)2))
−Rρi−1
Cv2
((
1/2(ρvi−1,j+1/2SC+ρvi−1,j−1/2SC)∆Lyi−1
ρi−1Vi−1
)2
+
(
1/2(ρwi−1,k+1/2Sc+ρwi−1,k−1/2Sc)∆Lzi−1
ρi−1Vi−1
)2)
(3.5.33)
Pi+1 =
R
Cv
(
(ρe0)i+1− ρi+1
2
((
1/2(ρui+1/2SC+ρui+3/2SC)∆Lxi+1
ρi+1Vi+1
)2))
−Rρi+1
Cv2
((
1/2(ρvi+1,j+1/2Sc+ρvi+1,j−1/2Sc)∆Lyi+1
ρi+1Vi+1
)2
+
(
1/2(ρwi+1,k+1/2Sc+ρwi+1,k−1/2Sc)∆Lzi+1
ρi+1Vi+1
)2)
(3.5.34)
Las derivadas se pueden encontrar en el Mathematica anexo del proyecto, en la seccio´n de los
desarrollos, caso Pi+1/2ui+1/2Sc cuando ρuSc ≥ 0. No se han an˜adido en esta parte por el hecho
de que algunas de ellas son realmente tediosas y dar´ıan una extensio´n innecesaria al mismo.
Una vez obtenidas las expresiones para Pi+1/2ui+1/2Sc, se hallaron las de Pi−1/2ui−1/2Sc simple-
mente sustituyendo cada una de las variables por su equivalente. A continuacio´n, se an˜adio´ una
tabla donde se indican estas correlaciones entre ambos casos para los nodos internos:
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Pi+1/2ui+1/2Sc Pi−1/2ui−1/2Sc
ρi ρi−1
ρi+1 ρi
ρi−1 ρi−2
ρui+3/2Sc ρui+1/2Sc
ρui+1/2Sc ρui−1/2Sc
ρui−1/2Sc ρui−3/2Sc
ρui−3/2Sc ρui−5/2Sc
(ρe)i+1 (ρe)i
(ρe)i (ρe)i−1
(ρe)i−1 (ρe)i−2
ρvi+1,j+1/2Sc ρvi,j+1/2Sc
ρvi+1,j−1/2Sc ρvi,j−1/2Sc
ρvi,j+1/2Sc ρvi−1,j+1/2Sc
ρvi,j−1/2Sc ρvi−1,j−1/2Sc
ρvi−1,j+1/2Sc ρvi−2,j+1/2Sc
ρvi−1,j−1/2Sc ρvi−2,j−1/2Sc
ρwi+1,k+1/2Sc ρwi,k+1/2Sc
ρwi+1,k−1/2Sc ρwi,k−1/2Sc
ρwi,k+1/2Sc ρwi−1,k+1/2Sc
ρwi,k−1/2Sc ρwi−1,k−1/2Sc
ρwi−1,k+1/2Sc ρwi−2,k+1/2Sc
ρwi−1,k−1/2Sc ρwi−2,k−1/2Sc
Cuadro 3.1: Equivalencia de las variables entre el desarrollo de Pi+1/2ui+1/2Sc y el de
Pi−1/2ui−1/2Sc
Adema´s, se tuvo en cuenta que si la cantidad de movimiento almacenada en el conector era
negativa, los volu´menes empleados para la obtencio´n de las variables del vector de estados
variaban tambie´n. Esto es por el hecho de que este esquema se basa en interpolar dos valores
que se encuentren aguas arriba del punto que se quiera hallar y uno aguas abajo, al cambiar
la direccio´n del flujo, tambie´n cambiara´n los puntos empleados. Por lo tanto, las ecuaciones
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utilizadas cuando la cantidad de movimiento era negativa (ρuSc < 0) fueron:
Pi+1/2ui+1/2Sc = Pi+1/2
ρui+1/2Sc
ρi+1/2
=
[
Pi+Pi+1
2
+
1−k
4
(−Pi+2Pi+1−Pi+2)
]
ρui+1/2Sc
ρi+ρi+1
2 +
1−k
4 (−ρi+2ρi+1−ρi+2)
(3.5.35)
Pi =
R
Cv
(
(ρe0)i− ρi
2
((
1/2(ρui+1/2S+ρui−1/2S)∆Lxi
ρiVi
)2))
−Rρi
2Cv
((
1/2(ρvi,j+1/2S+ρvi,j+1/2S)∆Lyj
ρiVi
)2
+
((
1/2(ρwi,k+1/2S+ρwi,k−1/2S)∆Lzk
ρiVi
)2))
(3.5.36)
Pi+1 =
R
Cv
(
(ρe0)i+1− ρi+1
2
((
1/2(ρui+1/2S+ρui+3/2S)∆Lxi+1
ρi+1Vi+1
)2
+
))
−Rρi+1
2Cv
((
1/2(ρvi+1,j+1/2S+ρvi+1,j−1/2S)∆Lyj+1
ρi+1Vi+1
)2
+
((
1/2(ρwi+1,k+1/2S+ρwi+1,k−1/2S)∆Lzk+1
ρi+1Vi+1
)2))
(3.5.37)
Pi+2 =
R
Cv
(
(ρe0)i+2− ρi+2
2
((
1/2(ρui+5/2S+ρui+3/2S)∆Lxi+2
ρi+2Vi+2
)2))
−Rρi+2
2Cv
((
1/2(ρvi+2,j+1/2S+ρvi+2,j−1/2S)∆Lyj+2
ρi+2Vi+2
)2
+
((
1/2(ρwi+2,k+1/2S+ρwi+2,k−1/2S)∆Lzk+2
ρi+2Vi+2
)2))
(3.5.38)
Como se ha comentado anteriormente, las derivadas obtenidas eran bastante complejas y por lo
tanto se pueden encontrar en el Mathematica, las expresiones desarrolladas en particular para
este caso se encuentran en el apartado Pi+1/2ui+1/2Sc de la seccio´n ρuSc < 0 . Con tal de obtener
las derivadas de Pi−1/2ui−1/2Sc, simplemente se emplearon las mismas expresiones que para el
conector superior, identificando correspondientemente las variables:
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Pi+1/2ui+1/2Sc Pi−1/2ui−1/2Sc
ρi ρi−1
ρi+1 ρi
ρi+2 ρi+1
ρui−1/2Sc ρui−3/2Sc
ρui+1/2Sc ρui−1/2Sc
ρui+3/2Sc ρui+1/2Sc
ρui+5/2Sc ρui+3/2Sc
(ρe)i (ρe)i−1
(ρe)i+1 (ρe)i
(ρe)i+2 (ρe)i+1
ρvi,j−1/2Sc ρvi−1,j−1/2Sc
ρvi,j+1/2Sc ρvi−1,j+1/2Sc
ρvi+1,j−1/2Sc ρvi,j−1/2Sc
ρvi+1,j+1/2Sc ρvi,j+1/2Sc
ρvi+2,j−1/2Sc ρvi+1,j−1/2Sc
ρvi+2,j+1/2Sc ρvi+1,j+1/2Sc
ρwi,k−1/2Sc ρwi−1,k−1/2Sc
ρwi,k+1/2Sc ρwi−1,k+1/2Sc
ρwi+1,k−1/2Sc ρwi,k−1/2Sc
ρwi+1,k+1/2Sc ρwi,k+1/2Sc
ρwi+2,k−1/2Sc ρwi+1,k−1/2Sc
ρwi+2,k+1/2Sc ρwi+1,k+1/2Sc
Cuadro 3.2: Equivalencia de las variables entre el desarrollo de Pi+1/2ui+1/2Sc y el de
Pi−1/2ui−1/2Sc
Por lo que respecta a la Ecuacio´n 3.5.29 y la Ecuacio´n 3.5.30, las expresiones eran mucho ma´s
simples de derivar, ya que todas las variables involucradas formaban parte del vector en cuestio´n
(W). De esta forma, las derivadas obtenidas para la Ecuacio´n 3.5.30 fueron:
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∂(ρe)i+1/2ui+1/2Sc
∂(ρe)i
=
(
1
2
+
1−k
2
)
ρui+1/2Sc
ρi+ρi+1
2 +
1−k
4 (−ρi−1+2ρi−ρi+1)
(3.5.39)
∂(ρe)i+1/2ui+1/2Sc
∂(ρe)i+1
=
(
1
2
+
−1+k
4
)
ρui+1/2Sc
ρi+ρi+1
2 +
1−k
4 (−ρi−1+2ρi−ρi+1)
(3.5.40)
∂(ρe)i+1/2ui+1/2Sc
∂(ρe)i−1
=
−1+k
4
ρui+1/2Sc
ρi+ρi+1
2 +
1−k
4 (−ρi−1+2ρi−ρi+1)
(3.5.41)
∂(ρe)i+1/2ui+1/2Sc
∂ρi−1
= −−1+k
4
ρui+1/2Sc(
(ρe)i+(ρe)i+1
2 +
1−k
4 (−(ρe)i−1+2(ρe)i−(ρe)i+1))
(ρi+ρi+12 +
1−k
4 (−ρi−1+2ρi−ρi+1))2
(3.5.42)
∂(ρe)i+1/2ui+1/2Sc
∂ρi
= −
(
1
2
+
1−k
2
)
ρui+1/2Sc(
(ρe)i+(ρe)i+1
2 +
1−k
4 (−(ρe)i−1+2(ρe)i−(ρe)i+1))
(ρi+ρi+12 +
1−k
4 (−ρi−1+2ρi−ρi+1))2
(3.5.43)
∂(ρe)i+1/2ui+1/2Sc
∂ρi+1
= −
(
1
2
+
−1+k
4
)
ρui+1/2Sc(
(ρe)i+(ρe)i+1
2 +
1−k
4 (−(ρe)i−1+2(ρe)i−(ρe)i+1))
(ρi+ρi+12 +
1−k
4 (−ρi−1+2ρi−ρi+1))2
(3.5.44)
∂(ρe)i+1/2ui+1/2Sc
∂ρui+1/2Sc
=
(ρe)i+(ρe)i+1
2 +
1−k
4 (−(ρe)i−1+2(ρe)i−(ρe)i+1)
(ρi+ρi+12 +
1−k
4 (−ρi−1+2ρi−ρi+1))
(3.5.45)
Una vez deducidas las expresiones de las derivadas parciales de (ρe)i+1/2ui+1/2Sc, se pudo derivar
directamente las expresiones para (ρe)i−1/2ui−1/2Sc. En este caso, simplemente se sustituyo´ las
variables obtenidas en todas las expresiones por las que se encontraban en una posicio´n anterior,
por ejemplo, (ρe)i pasar´ıa a ser (ρe)i−1, y as´ı sucesivamente.
Si la cantidad de movimiento almacenada en el conector era negativa, simplemente hab´ıa que
tener en cuenta el cambio de centroides empleados en la interpolacio´n, siendo las nuevas expre-
siones relacionadas con la energ´ıa interna las siguientes:
(ρe)i−1/2ui−1/2Sc =
[
(ρe)i−1+(ρe)i
2
+
1−k
4
(−(ρe)i−1+2(ρe)i−(ρe)i+1)
]
ρui−1/2Sc
ρi−1+ρi
2 +
1−k
4 (−ρi−1+2ρi−ρi+1)
(3.5.46)
(ρe)i+1/2ui+1/2Sc =
[
(ρe)i+(ρe)i+1
2
+
1−k
4
(−(ρe)i+2(ρe)i+1−(ρe)i+2)
]
ρui+1/2Sc
ρi+ρi+1
2 +
1−k
4 (−ρi+2ρi+1−ρi+2)
(3.5.47)
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Por lo tanto, se obtuvo que las derivadas eran:
∂(ρe)i+1/2ui+1/2Sc
∂(ρe)i
=
(
1
2
+
−1+k
4
)
ρui+1/2Sc
ρi+ρi+1
2 +
1−k
4 (−ρi+2ρi+1−ρi+2)
(3.5.48)
∂(ρe)i+1/2ui+1/2Sc
∂(ρe)i+1
=
(
1
2
+
1−k
2
)
ρui+1/2Sc
ρi+ρi+1
2 +
1−k
4 (−ρi+2ρi+1−ρi+2)
(3.5.49)
∂(ρe)i+1/2ui+1/2Sc
∂(ρe)i+2
=
−1+k
4
ρui+1/2Sc
ρi+ρi+1
2 +
1−k
4 (−ρi+2ρi+1−ρi+2)
(3.5.50)
∂(ρe)i+1/2ui+1/2Sc
∂(ρ)i
= −
(
1
2
+
−1+k
4
)
ρui+1/2Sc(
(ρe)i+(ρe)i+1
2 +
1−k
4 (−(ρe)i+2(ρe)i+1−(ρe)i+2))
(ρi+ρi+12 +
1−k
4 (−ρi+2ρi+1−ρi+2))2
(3.5.51)
∂(ρe)i+1/2uxi+1/2Sc
∂ρi+1
= −
(
1
2
+
1−k
2
)
ρui+1/2Sc(
(ρe)i+(ρe)i+1
2 +
1−k
4 (−(ρe)i+2(ρe)i+1−(ρe)i+2))
(ρi+ρi+12 +
1−k
4 (−ρi+2ρi+1−ρi+2))2
(3.5.52)
∂(ρe)i+1/2ui+1/2Sc
∂ρi+2
= −−1+k
4
ρui+1/2Sc(
(ρe)i+(ρe)i+1
2 +
1−k
4 (−(ρe)i+2(ρe)i+1−(ρe)i+2))
(ρi+ρi+12 +
1−k
4 (−ρi+2ρi+1−ρi+2))2
(3.5.53)
∂(ρe)i+1/2ui+1/2Sc
∂ρui+1/2Sc
=
(ρe)i+(ρe)i+1
2 +
1−k
4 (−(ρe)i+2(ρe)i+1−(ρe)i+2)
ρi+ρi+1
2 +
1−k
4 (−ρi+2ρi+1−ρi+2)
(3.5.54)
Como ya se ha explicado anteriormente, las derivadas parciales de (ρe)i−1/2ui−1/2Sc se dedujeron
por inferencia directa. Para hallar estas expresiones, simplemente se sustituyeron estas variables
por las que estaban en una posicio´n anterior.
As´ı pues, quedan definidas de forma general todas las derivadas relativas a cada uno de los flujos
(F1i , F2i , F3i , F4i , F5i) con respecto de las diferentes variables de estado (ρi,ρvjSc, ρwkSc, ρuiSc,
ρei).
Particularizacio´n de las derivadas en los volu´menes con c.d.c.
La obtencio´n de estas expresiones se modifico´ dependiendo de que´ ecuacio´n era la que se estaba
tratando cuando las celdas estaban en contacto con una condicio´n de contorno en particular.
Como ya se ha comentado, se tuvo en cuenta que estos conectores tomaban valores constantes
cuando entraban en contacto con una condicio´n de contorno, cosa que afectaba a la discretizacio´n
de la ecuacio´n de cantidad de movimiento 3.5.20 y continuidad 3.5.1. Esto permitio´ no tenerlos
en cuenta a la hora de calcular las derivadas, por lo que el procedimiento quedaba claramente
simplificado en estos casos. Por lo que respecta a la ecuacio´n de la energ´ıa (3.5.22), los te´rminos
relacionados con la energ´ıa interna tambie´n segu´ıan el mismo razonamiento, descartando las
derivadas de aquellos volu´menes que se encontraran ma´s alla´ del dominio fluido considerado, as´ı
como los conectores pertenecientes a estas celdas.
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En lo relativo a los te´rminos de presio´n de la ecuacio´n de la energ´ıa, el planteamiento fue un
poco distinto en estos casos. Se tuvo en cuenta que las condiciones de contorno especificadas
contemplaban la presio´n, por lo que la formulacio´n de estos te´rminos s´ı que variaba sensiblemente
dependiendo del caso que se estuviera considerando. En el segundo de los casos de la Figura 3.11,
el que considera un flujo positivo (ρui+1/2Sc > 0) y el conector superior del volumen en relacio´n
a la coordenada que ocupa, se dedujo que en la celda adyacente a la condicio´n de contorno
inferior la formulacio´n del te´rmino de presio´n en esa celda se iba a ver cambiada. El desarrollo
de 3.5.27 paso´ a ser en este caso:
Pi+1/2ui+1/2Sc = Pi+1/2
ρui+1/2Sc
ρi+1/2
=
[
Pi+Pi+1
2
+
1−k
4
(−2Pi−1/2+3Pi−Pi+1)
]
ρui+1/2Sc
ρi+ρi+1
2 +
1−k
4 (−2ρi−1/2+3ρi−ρi+1)
(3.5.55)
Esto se debe a la aproximacio´n por CDS que se hizo del valor introducido en la condicio´n de
contorno, como ya se ha expuesto en secciones anteriores (Ecuacio´n 3.3.4). De esta forma, en la
ecuacio´n 3.5.33 no se tuvo en cuenta este volumen en particular y todas las derivadas provenientes
de sus te´rminos quedaron anuladas. Si se consideraba el conector inferior de los volu´menes,
en la misma direccio´n del flujo, suced´ıa una cosa semejante, pero en este caso el cambio de
formulacio´n repercut´ıa en el segundo volumen, ya que el conector superior que afectaba a la
derivacio´n en el primer volumen se consideraba ahora como el inferior del segundo. Siguiendo el
procedimiento mencionado anteriormente, solo hab´ıa que restarle una posicio´n a los conectores
de la Ecuacio´n 3.5.55, menos en el caso del te´rmino de presio´n/densidad que involucra a la
condicio´n de contorno (Pi−1/2 o ρi−1/2).
Por lo que respecta al caso en el que el flujo pasaba a ser negativo, el razonamiento a seguir fue
ide´ntico al anteriormente expuesto, teniendo en cuenta que en este caso los centroides empleados
en la interpolacio´n tomaban dos valores localizados en coordenadas superiores a la del conector
donde se quer´ıa interpolar el valor. En este caso, el volumen afectado era el penu´ltimo (segundo
con mayor coordenada en la direccio´n que esta´ calculando) y la Ecuacio´n 3.5.35 pasaba a ser:
Pi+1/2ui+1/2Sc = Pi+1/2
ρui+1/2Sc
ρi+1/2
=
[
Pi+Pi+1
2
+
1−k
4
(−Pi+3Pi+1−2Pi+3/2)
]
ρui+1/2Sc
ρi+ρi+1
2 +
1−k
4 (−ρi+3ρi+1−2ρi+3/2)
(3.5.56)
Como ya se ha comentado, el valor de la presio´n en el conector que se encontraba en la condicio´n
de contorno era una constante, por lo que todas las derivadas relacionadas con el te´rmino Pi+2
desaparec´ıan.
Cabe destacar tambie´n que los conectores posicionados en perpendicular con las direcciones de
ca´lculo secundarias, es decir, aquellos conectores que, siguiendo la expansio´n matema´tica de un
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te´rmino de la presio´n y/o de la energ´ıa total, no coincid´ıan con la orientacio´n de la misma (un
conector ρvi,j+1/2Sc en el desarrollo de Pui+1/2Sc), pod´ıan estar en contacto con una condicio´n
de contorno en cualquier momento dependiendo de la configuracio´n de celdas del dominio. Un
ejemplo ser´ıa si se considerara una configuracio´n de 1 celda en la direccio´n Y, 1 en la Z y 4 en la
direccio´n X : para la obtencio´n de las derivadas de la energ´ıa en los conectores perpendiculares
a X, la cantidad de movimiento tanto en los conectores de Y como en Z que aparecen en los
desarrollos vendra´ dada por las condiciones de contorno. Por este motivo, es necesario siempre
comprobar estos conectores en las direcciones secundarias, descartando sus derivadas si esta´n
en contacto con el l´ımite del dominio. Esto es tambie´n aplicable a las ecuaciones de cantidad
movimiento.
3.6. Implementacio´n del co´digo en coordenadas cil´ındricas
En esta seccio´n, se va a tratar de explicar aquellas diferencias que existen tanto en el plan-
teamiento del esquema nume´rico en cil´ındricas como en su implementacio´n. Cabe destacar en
primer lugar que se asumio´ que la malla fuera regular con el fin de facilitar la elaboracio´n del
programa al ma´ximo posible.
En primer lugar, la discretizacio´n del dominio cambio´ profundamente debido al nuevo sistema de
coordenadas, esto genera un cambio tambie´n en el proceso de numeracio´n y en la ‘conectividad’
de los volu´menes y los conectores. En este caso, el S.R. tiene una coordenada radial positiva
que se aleja del origen de este sistema, una coordenada azimutal en sentido antihorario que
parte desde el dia´metro central y una coordenada longitudinal, su origen se encuentra situado
en el centro de la cara frontal del mismo. El nuevo sistema se puede observar en la siguiente
representacio´n:
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Figura 3.13: Esquema de la discretizacio´n del cilindro, donde la numeracio´n en negro corresponde
a los volu´menes, la roja a los conectores azimutales, la verde a los conectores radiales y la azul
a los nodos de los volu´menes.
Como se puede ver en este caso, los volu´menes se empezaron a numerar desde la celda izquierda
del dia´metro central en sentido antihorario. Una vez alcanzado el u´ltimo volumen, se pasaba a la
siguiente fila en direccio´n radial, siguiendo el mismo sistema de numeracio´n. Una vez terminadas
de numerar todas estas filas, se procedio´ a seguir con el mismo sistema en la siguiente divisio´n
longitudinal. Por lo que respecta a la numeracio´n de los conectores, se tuvo en cuenta que el
conector de la derecha del primer volumen en un determinado radio es el mismo que el conector
de la izquierda en la u´ltima coordenada azimutal, para facilitar su posterior implementacio´n
se les asigno´ dos nu´meros diferentes en cada uno de los casos. En el resto de conectores, se
empezaron a numerar siguiendo el mismo sistema que con los volu´menes, no contando aquellos
en contacto con una condicio´n de contorno, ya que se incluyeron en una numeracio´n exclusiva
para estos casos. Adema´s, simplemente destacar que se les asigno´ un identificador tambie´n a
los nodos de los volu´menes con la finalidad de poder asociarlos a sus coordenadas y as´ı calcular
los centroides de una forma ma´s ra´pida (haciendo la media de todos los puntos que constituyen
un determinado volumen, excluyendo aquellos que se encontraran contenidos en la singularidad
para el ca´lculo de la coordenada radial y azimutal). En cuanto a las condiciones de contorno,
se emplearon con los conectores de la pared lateral del cilindro los primeros identificadores para
luego pasar a los del a´rea transversal frontal, finalmente se numeraron tambie´n los del a´rea
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trasera.
Por lo que respecta a la reconstruccio´n de la velocidad en los centroides, esta se basaba en una
interpolacio´n lineal de la cantidad de movimiento entre los conectores en una determinada di-
reccio´n. El problema vino por el hecho de que esta separacio´n dejaba de ser lineal en la direccio´n
azimutal y la aproximacio´n pod´ıa perder validez en estas circunstancias. Sin embargo, se con-
sidero´ mantenerla en esta ocasio´n, usando como distancia entre conectores ∆L el arco de radio
que pasa por el centro de las caras limı´trofes en esta direccio´n. Es importante recordar que en
la fo´rmula 3.1.13 se hace referencia al reparto de la cantidad de movimiento dependiendo del
volumen relativo del centroide en cuestio´n respecto del adyacente para un conector determina-
do, en el caso de la direccio´n radial los volu´menes no son siempre constantes, por lo que este
ratio entra en juego. Adema´s, en aquellos volu´menes adyacentes a la singularidad se considero´
que, al no haber conector inferior, no entraba ningu´n flujo por esta parte tampoco, por lo que
solamente se uso´ la cantidad de movimiento del conector superior para aproximar la velocidad
en el centroide. En las otras direcciones, el ratio previamente mencionado se mantuvo en 0.5
porque los volu´menes eran iguales. Es importante destacar que se empleo´ el mismo ratio de
volumen relativo en ambos conectores cuando este entraba en contacto con una condicio´n de
contorno en la direccio´n radial, suponiendo que exist´ıa un volumen ma´s alla´ que lo cumpl´ıa. De
todas formas, esta consideracio´n fue tomada a modo de prueba, por lo que en futuros trabajos
se puede cambiar si as´ı se desea.
En cuanto a las te´cnicas empleadas para aproximar los valores en aquellos puntos donde era
necesario conococerlos (upwind o k-scheme), se tuvieron en cuenta las diferencias en su formu-
lacio´n que existen a la hora de implementar estos esquemas en cil´ındricas. Por lo que respecta
al esquema tipo upwind, se siguio´ empleando el dato almacenado en el volumen anterior para
aproximar la variable de intere´s (ρ, P, ρe0c) cuando la cantidad de movimiento almacenada en
el conector era positiva, mientras que si la cantidad de movimiento era negativa se empleaba el
valor almacenado en el volumen superior de la correspondiente direccio´n. Para el caso azimutal,
si la cantidad de movimiento almacenada en el conector era positiva, se empleaba el valor en
el volumen de la derecha del conector, mientras que en el caso inverso se usaba el centroide
izquierdo.
El problema era ma´s complejo en el caso del k-scheme, sobretodo por culpa de la direccio´n
radial. Esto se debe a que eran necesarios tres puntos para poder aproximar la solucio´n, dos
aguas arriba de la localizacio´n del conector y uno aguas abajo, lo cual pod´ıa ser problema´tico
en aquellos volu´menes en contacto con la singularidad ya mencionada. Era necesario emplear un
volumen que se encontrara ma´s alla´ del origen, para poder aproximar estas variables de intere´s
si el conector en la direccio´n radial donde se estaba calculando la aproximacio´n almacenaba una
cantidad de movimiento positiva, tal y como se puede ver en la Figura 3.14. Por este motivo,
se decidio´ emplear el volumen adyacente a la singularidad que se encontraba diametralmente
opuesto al conector en cuestio´n como valor inferior (φi−1).
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i+1/2
i+1
i
i-1
Figura 3.14: Interpolacio´n del k-scheme para un conector radial contenido en un volumen adya-
cente a la singularidad, para ρurSc ≥ 0.
Por lo que respecta a los otros dos ejes, tanto en la direccio´n azimutal como longitudinal, simple-
mente se emplearon dos centroides aguas arriba y uno aguas abajo teniendo en cuenta el signo
de la cantidad de movimiento almacenada en el conector y la posicio´n de los ejes en el sistema de
referencia. En el esquema presentado a continuacio´n se muestra conceptualmente que´ volu´menes
se emplearon para aproximar los valores en un conector azimutal siguiendo las fo´rmulas 2.2.6 y
2.2.7. Se ha obviado la direccio´n longitudinal porque en este eje la interpolacio´n se realizaba de
la misma forma que en el caso cartesiano :
i+ 12 i
i+1
i-1
i+ 12
i+1 i
i+2
Figura 3.15: Interpolacio´n del k-scheme para un conector azimutal contenido en un volumen
adyacente a la singularidad, para ρuθSc ≥ 0 (izquierda) y ρuθSc ≤ 0 (derecha).
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Finalmente, solamente queda comentar las diferencias que existen en la formulacio´n discretizada
de las ecuaciones de Euler (3.1.12, 3.1.8 y 3.1.3). En la ecuacio´n de la conservacio´n de la masa
3.1.3, la u´nica diferencia consistio´ en el hecho de que en los volu´menes adjuntos a la singularidad
no se concibio´ que el flujo saliera por ese punto, es decir, u´nicamente participaban en el ca´lculo
los dos conectores normales a la direccio´n X y θ, as´ı como el conector superior en la direccio´n
radial. Lo mismo sucedio´ con el flujo enta´lpico en la ecuacio´n de la energ´ıa. De esta forma,
se asumio´ que todo el flujo que entrara de forma radial a estas celdas se distribuyera a trave´s
de los conectores normales a la direccio´n azimutal, evitando as´ı implicar la singularidad en
la formulacio´n del problema. Por lo que respecta a la ecuacio´n de cantidad de movimiento,
simplemente destacar que el a´rea Sc que se empleo´ era la del conector, debido a que realmente la
aproximacio´n que se hizo era una adaptacio´n de VF para que la formulacio´n resultara como en
diferencias finitas (si fuera completamente en volu´menes finitos las a´reas no ser´ıan esas, ya que
corresponder´ıan a las interpoladas en los centroides de los volu´menes adyacentes al conector).
Adema´s, en la direccio´n azimutal se tuvo en cuenta que la dimensio´n era curvada, por lo que la
separacio´n de los centroides empleada era la resultante del arco de circunferencia que separaba
los dos centroides vinculados por el conector:
i
i+1
Sc i
i+1
Sc
Figura 3.16: Esquema del ca´lculo de cantidad de movimiento en la direccio´n radial (izquierda)
y en la eje azimutal (derecha).
59
Cap´ıtulo 4
Validacio´n y resultados nume´ricos
En este cap´ıtulo se explica como se ha validado el co´digo obtenido para los distintos modelos
desarrollados. En primer lugar, se ha empleado el modelo cuasi-3D de las ecuaciones de Euler,
tanto en coordenadas cartesianas como cil´ındricas, aplicado a un problema de onda de choque
dentro de un tubo basado en los experimentos nume´ricos realizados por Sod en su art´ıculo [18].
Por lo que respecta a la validacio´n del modelo en cil´ındricas en las direcciones azimutales y
radiales, se ha empleado una simulacio´n realizada con un software comercial CFD por el tutor
del proyecto de un tubo con un flujo radial, de tal forma que esta coordenada entrara en juego.
4.1. Onda de choque en un tubo
Este es un problema cla´sico empleado en meca´nica de fluidos computacional con tal de medir la
robustez y validar cualquier tipo de co´digo de flujo compresible. Esta prueba consiste ba´sicamente
en un tubo de una determinada dimensio´n el cual se encuentra dividido a mitad por un diafragma,
con unas condiciones iniciales de presio´n, densidad y velocidad diferentes en cada uno de los lados.
A partir de un determinado instante de tiempo, este diafragama se rompe y las zonas con
distintas caracter´ısticas de presio´n, temperatura y densidad entran en contacto su´bitamente. A
ra´ız de esto, se generan efectos de compresibilidad a lo largo del tubo que se pueden dividir
ba´sicamente en 5 secciones, mostradas a continuacio´n:
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Figura 4.1: Esquema del flujo en un instante posterior a la rotura del diafragma [4]
Estas regiones consisten ba´sicamente en:
Regio´n entre 4 y 5: onda de compresio´n que se propaga de izquierda a derecha. Esta onda de
compresio´n ralentiza el mach de entrada a la onda de choque, arrastrando el flujo posterior
e incrementando su presio´n.
Regio´n entre 3 y 4: es una superficie de contacto que se encuentra detra´s de la onda de
compresio´n. Tanto la presio´n como la velocidad se mantienen entre ambas regiones, pero
existe una discontinuidad isentro´pica a ambos lados donde no se mantiene la densidad.
Regio´n 2: es una zona abarcada por un abanico de rarefaccio´n.
Regiones 1 y 5: son zonas au´n no perturbadas que se encuentran tanto en los extremos
izquierdo como derecho.
El procedimiento de validacio´n consistio´ simplemente en obtener la solucio´n anal´ıtica del pro-
blema mediante el me´todo de las caracter´ısticas, basa´ndose en el procedimiento mostrado en
[19]. Una vez obtenida esta solucio´n, se ha comparado con la solucio´n nume´rica obtenida con el
me´todo 3D con tal de comprobar la robustez del modelo desarrollado. Los criterios empleados
para la evaluacio´n de las soluciones han sido tanto objetivos y cuantitativos (L2 y L∞) como
puramente subjetivos ( evaluacio´n de las sobreoscilaciones a simple vista), siendo las definiciones
de los criterios objetivos las siguientes:
L2 =
√√√√NX∑
i=1
err2i (4.1.1)
L∞ = max(|erri|) (4.1.2)
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Donde erri es la desviacio´n entre la solucio´n anal´ıtica y la nume´rica para una determinada
posicio´n discretizada, mientras que NX es el nu´mero total de divisiones en la direccio´n principal
de ca´lculo.
Valores iniciales y condiciones de contorno aplicadas
Por lo que respecta a los valores iniciales de las variables de estado, se emplearon en este caso los
valores detallados en el primer experimento nume´rico realizado por Sod [19]. A la izquierda del
diafragma, se impuso una presio´n de 105Pa, una densidad de 1kg/m3 y una velocidad de 0m/s.
A la derecha, una presio´n de 104Pa, una densidad de 0.125kg/m3 y una velocidad de 0m/s.
Por lo que respecta a las condiciones de contorno, se impuso que fueran condiciones de pared en
todos los extremos del conducto. De esta forma, el experimento fue en un tubo completamente
cerrado, donde no hab´ıa transporte ni de masa ni de energ´ıa a trave´s de las paredes, imponiendo
unas condiciones de presio´n y densidad diferentes inicialmente a cada mitad del mismo. Se puede
observar como el salto de presiones que se puso a prueba es de 10, mucho mayor que cualquier
salto de presiones que se pueda hallar dentro de la ca´mara de combustio´n de un MCIA comu´n.
Esto se hizo as´ı porque permit´ıa validar la solidez del me´todo en unas condiciones mucho peores
que las normales de operacio´n.
Finalmente, las condiciones geome´tricas de la simulacio´n consistieron en un cubo de 1 m de
lado, donde se usaron 2 divisiones en las direcciones Y e Z, mientras que en la direccio´n X se
han probado 100, 250 y 500 divisiones con la finalidad de tratar de comprender si hab´ıa alguna
variacio´n en las tendencias. El gas se supuso que era ideal (R=287 Jkgk , Cv=717.5
J
kgk ). La
simulacio´n se detuvo trancurridos 0.61 ms.
Resultados
Por lo que respecta a los resultados, se realizaron una serie de experimentos donde se pusieron
a prueba distintos me´todos de integracio´n nume´rica (Runge-Kutta expl´ıcito de 4 pasos, Euler
o Euler impl´ıcito), as´ı como los distintos me´todos de discretizacio´n espacial (k-scheme, upwind
de primer orden). Tambie´n se mostro´ la necesidad de aplicar algu´n tipo de difusio´n al me´todo,
analizando tambie´n los resultados obtenidos en estos casos. Los valores empleados para justificar
las tendencias observadas han sido los de 250, aunque se ha ido comentando algunos aspectos
que se han considerado interesantes tanto del caso de 100 divisiones como en el de 500.
Rk4 vs Euler - sin difusio´n - Upwind de primer orden
En primer lugar, se partio´ de un Euler expl´ıcito con una discretizacio´n espacial de tipo upwind
de primer orden. Esto se hizo as´ı debido a que esta configuracio´n era de las ma´s simples a nivel
algor´ıtmico. Adema´s, al usar un esquema de discretizacio´n upwind se esperaba que la solucio´n
fuera difusiva, aunque el esquema nume´rico del me´todo era de segundo orden por definicio´n [5].
De esta forma, las variables de estado resultantes pod´ıan tener oscilaciones espu´reas importantes,
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que sumadas a la inestabilidad de un esquema de primer orden temporal expl´ıcito (como el
Euler) conduc´ıan a que los resultados fueran un poco imprevisibles. Esto se puede observar en
los resultados obtenidos:
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Figura 4.2: Perfil de P a lo largo del conducto
(Euler-upwind) con NX = 250
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Figura 4.3: Perfil de ρ a lo largo del conducto
(Euler-upwind) con NX = 250
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Figura 4.4: Perfil de T a lo largo del conducto
(Euler-upwind) con NX = 250
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Figura 4.5: Perfil de u a lo largo del conducto
(Euler-upwind) con NX = 250
Las figuras mostradas se obtuvieron con un CFL de 0.02. El paso temporal es consecuentemente
bastante pequen˜o, pero au´n as´ı se puede ver como la solucio´n presenta oscilaciones espu´reas cerca
de las discontinuidades, concluyendo que este esquema nume´rico de por si no es muy estable,
como ya se hab´ıa adelantado. Adema´s, se puede apreciar la existencia de una discontinuidad de
densidad y temperatura a ambos lados de la superficie de contacto (Figura 4.3 y Figura 4.4),
donde el me´todo nume´rico tiene ma´s problemas para seguir el salto de la variable de estado
y este salto se realiza en una regio´n espacial ma´s ancha (no infinitesimalmente pequen˜a). La
precisio´n a la hora de captar esta discontinuidad esta´ ı´ntimamente relacionada con el nu´mero de
celdas que hayan en la zona de la discontinuidad (cuanto mayor sea el nu´mero de celdas, mayor
es la resolucio´n espacial y ma´s fielmente se podra´ reflejar esta discontinuidad) y con el esquema
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de discretizacio´n espacial que se emplee.
A continuacio´n, se ha tratado de estudiar si exist´ıa alguna diferencia al usar el mismo tipo de
discretizacio´n espacial (upwind de primer orden) con un integrador temporal multipaso (Runge-
Kutta de cuarto orden). En el Anexo (Figura 6.1, Figura 6.2, Figura 6.3, Figura 6.4) se puede
observar como para un Courant ide´ntico al utilizado en Euler (0.02), la solucio´n no ofrece una
gran mejora en cuanto a las oscilaciones obtenidas. Adema´s, tampoco ofrece una ventaja di-
ferencial con lo que respecta al error en ninguna de las variables de intere´s (salvo la presio´n
ligeramente), tal y como se puede ver en la Tabla 4.1. Esto se puede justificar sabiendo que
el paso temporal es tan pequen˜o que es irrelevante que el orden del error sea O(∆t) en el ca-
so de Euler o O(∆t4) en el caso del Runge-Kutta de cuarto orden, la diferencia obtenida es
extremadamente pequen˜a debido a la magnitud de este ∆t.
CFL Int temporal ∆tmin L
2
P L
∞
P L
2
ρ L
∞
ρ L
2
u L
∞
u L
2
T L
∞
T treal(s)
0.02 Euler 1.10E-07 14510.7 9210.1 0.223 0.081 121 95.2 214.9 90.8 1121
0.02 Runge - Kutta 1.10E-07 13398.9 8493.6 0.22 0.08 123.4 100.2 214 90.7 3478
0.1 Runge - Kutta 5.40E-07 13326.6 8590.1 0.22 0.08 125.2 103.2 214.4 90.8 636
0.3 Runge - Kutta 1.60E-06 13092.2 9042.2 0.219 0.081 140.4 124.8 217.6 91.4 213
0.6 Runge - Kutta 3.20E-06 13372 9124.7 0.22 0.082 160.5 147.8 222.2 92 108
1 Runge - Kutta 5.40E-06 15048.5 8948.7 0.224 0.083 200.5 187.6 233.3 93.3 62
1.1 Runge - Kutta 5.90E-06 16745.3 11319.3 0.229 0.084 225.5 209.5 241.2 101.1 57
1.2 Runge - Kutta 6.50E-06 12854.7 8571 0.219 0.082 155.1 140.3 221.1 92.2 52
Cuadro 4.1: Errores, tiempo de computacio´n (t) y paso temporal mı´nimo para NX = 250 sin
ningu´n tipo de limitador
Sin embargo, s´ı que se se ha podido apreciar que el esquema multipaso es bastante ma´s estable,
permitiendo aumentar de forma notable el paso temporal antes de apreciar un empeoramiento
evidente de la solucio´n. En este caso, se puede ver como en CFL=1.2 empiezan a aparecer oscila-
ciones espu´reas adicionales, tanto en Figura 4.7 como en Figura 4.6, que sugieren la inestabilidad
del resultado de las variables del vector de estados.
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Figura 4.6: Perfil de T a lo largo del conducto
(CFL=1.2-Rk4-upwind) con NX = 250
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Figura 4.7: Perfil de u a lo largo del conducto
(CFL=1.2-Rk4-upwind) con NX = 250
Adema´s, se puede observar en Tabla 4.1 como el error se va manteniendo ma´s o menos constante,
oscilando alrededor de los valores del paso anterior, hasta que el paso temporal se vuelve ma´s
grande (CFL=0.6). A partir de este punto el error de las variables ya empieza a ser ma´s sensible
al paso temporal, principalmente para las variables de velocidad y temperatura. Esto en un
principio puede no tener sentido, ya que se supone que a medida que aumenta el paso temporal el
error que se propaga en cada una de estas iteraciones es mayor. Esto se puede deber seguramente
a que en los primeros casos el paso temporal es tan pequen˜o (10−7 ∼ 10−8) que el problema
es extremadamente r´ıgido. El inconveniente de este tipo de problemas es que normalmente es
necesario emplear un integrador impl´ıcito, por lo que si se emplea un integrador expl´ıcito con un
paso temporal tan pequen˜o, el error de truncacio´n local actu´a como un perturbador del sistema
que incluye pequen˜as variaciones alrededor de la solucio´n ideal nume´rica. Esto lo que quiere decir
es que la solucio´n no se va a ver pra´cticamente afectada por la variacio´n de ∆t. Al aumentar
el paso temporal, el orden del error temporal vuelve a ser relevante y por lo tanto se puede ver
como ahora el error s´ı que empieza a aumentar (en la mayor´ıa de los casos) a medida que el paso
temporal aumenta.
Esta teor´ıa se sustenta adema´s en el hecho de que en el estudio con 250 divisiones, el aumento
del error debido al paso temporal no se da de forma relevante hasta alcanzar 1·10−6s. Obser-
vando los resultados obtenidos para 500 y 100 divisiones, se puede observar como el error de
la solucio´n tambie´n empieza a tomar una cierta relevancia una vez se ha alcanzado este paso
temporal mediante el correspondiente nu´mero de Courant para cada uno de estos casos. A con-
tinuacio´n, se an˜aden los resultados de los experimentos nume´ricos hechos con Runge-Kutta para
esta configuracio´n de problema, tanto en el caso de NX = 100 como NX = 500.
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CFL ∆tmin L
2
P L
∞
P L
2
ρ L
∞
ρ L
2
u L
∞
u L
2
T L
∞
T treal(s)
0.02 2.70E-07 19488.8 14809.7 0.208 0.105 161.8 147.8 175 79 502
0.1 1.30E-06 19306.9 14594.2 0.207 0.103 158.8 144.5 174.5 79.2 100
0.3 4.00E-06 18108.4 12981.1 0.202 0.094 139.9 122.3 171.5 80.2 33
0.6 8.10E-06 16924 11001.6 0.197 0.082 124.7 99.9 169.3 81.3 17
1 1.40E-05 14647.3 8388.2 0.188 0.073 125.7 99.4 171.1 84.5 10
1.1 1.50E-05 14465.1 8567.7 0.187 0.074 132.7 110.5 172.8 85.1 10
1.2 1.60E-05 17062.3 11676.5 0.199 0.086 133.6 110 169.3 81.5 9
Cuadro 4.2: Errores, tiempo de computacio´n (t) y paso temporal mı´nimo para NX = 100 sin
ningu´n tipo de limitador, empleando un integrador Rk4
CFL ∆tmin L
2
P L
∞
P L
2
ρ L
∞
ρ L
2
u L
∞
u L
2
T L
∞
T
0.1 2.70E-07 16475.9 11382.6 0.263 0.084 126.1 104.4 247.5 89.3
0.3 8.10E-07 15943.7 10490.5 0.261 0.079 121 95.2 247.2 89.2
0.6 1.60E-06 16686.4 11729 0.264 0.086 128.7 108.4 247.7 89.2
1 2.70E-06 13076.7 8531.6 0.254 0.081 133.4 113.9 250.7 91.1
1.1 3.00E-06 15812.5 10824.2 0.261 0.081 124.6 100.9 247.1 89.6
1.2 3.20E-06 16177.3 11557.3 0.262 0.085 130.6 109.4 247.5 89.5
Cuadro 4.3: Errores, tiempo de computacio´n (t) y paso temporal mı´nimo para NX = 500 sin
ningu´n tipo de limitador, empleando un integrador temporal Rk4
Observando estos resultados, se puede ver como el coste computacional (traducido como tiempo
real de ca´lculo) aumenta del orden de N2X , donde NX es el nu´mero de volu´menes empleados
para discretizar el dominio en la direccio´n de ca´lculo del feno´meno. Esto se puede comprobar
fa´cilmente viendo como el ratio de tiempos de ca´lculo entre Tabla 4.1 y Tabla 4.2 es aproxima-
damente igual a 6.25, lo cual coincide con el ratio (250100)
2. Se ha indicado esta relacio´n mediante
este ejemplo en particular pero es importante destacar que se da en cualquier tipo de ca´lculo
computacional.
Se puede deducir pues que lo apuntado en pa´rrafos anteriores se mantiene a pesar de las varia-
ciones del nu´mero de volu´menes: el error de la solucio´n empieza a descender una vez alcanzado
un CFL de 0.3 en 4.2, mientras que en 4.3 este error tiende a permanecer ma´s o menos constan-
te, pero solo empieza a oscilar una vez alcanzado el valor de CFL de 0.6. Probablemente, esta
discrepancia de tendencias en las tres configuraciones se deba al escaso nu´mero de volu´menes en
el caso de NX = 100, por lo que simplemente el nu´mero de nodos empleados puede que no fuera
suficiente para captar la tendencia real del esquema nume´rico y refleje soluciones poco realistas.
Por lo que respecta al caso con 500 divisiones (Tabla 4.3) en la direccio´n principal del feno´meno,
se puede observar como los errores oscilan pero no tienen variaciones en su magnitud igual de
importantes que las comentadas en los anteriores casos. Esto se puede deber simplemente al
hecho de que al aumentar el nu´mero de celdas, el paso temporal disminuye todav´ıa un poco
ma´s, por lo que el problema se vuelve todav´ıa ma´s r´ıgido, no propagando el error temporal y
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registrando u´nicamente estas perturbaciones.
Otra posible explicacio´n es que como el problema es inestable, los errores no tienden a seguir los
mismos patrones en el tiempo a pesar del refinamiento que pueda sufrir la malla. No se puede
asegurar la monotonicidad del problema, como ya se ha comentado, por lo que no se puede
asegurar que si φi+1 > φi en un paso temporal n, esto siga siendo as´ı en un paso temporal n+1.
Esto lo que querr´ıa decir es que no es muy u´til tratar de aumentar el nu´mero de elementos para
conseguir una independencia de los resultados ya que debido al esquema esta no se va a hallar
nunca (no es convergente).
K-scheme sin limitador de flujo
En este caso se empleo´ un k-scheme, con k igual a 0.5 (QUICK), probando distintos tipos de
integradores temporales sin aplicar difusio´n de ningu´n tipo .
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Figura 4.8: Perfil de T a lo largo del conducto
(CFL=0.02-Euler-k-scheme) con NX = 250
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Figura 4.9: Perfil de T a lo largo del conducto
(CFL=0.02-Rk4-k-scheme) con NX = 250
Como se puede observar, el teorema de Godunov se cumple en estos casos. Este teorema dice
que cualquier me´todo lineal de discretizacio´n espacial de orden igual o mayor a 2 conduce a una
solucio´n dispersiva, apareciendo una serie de oscilaciones debido al me´todo nume´rico. En este
caso, al haber usado un esquema de discretizacio´n de alto orden lineal, se puede apreciar como
las oscilaciones se han vuelto bastante importantes. Esto evidencio´ la necesidad de introducir
algu´n tipo de limitador de flujo que tratase de eliminar estas sobreoscilaciones existentes.
Adema´s, se puede observar como lo apuntado en la seccio´n anterior sobre la inestabilidad y
el error tambie´n se cumple en este caso, pudie´ndose ver claramente debido al taman˜o de las
oscilaciones. Un aumento del nu´mero de volu´menes u´nicamente conduce a una mayor resolucio´n
a la hora de captar estas variaciones y por lo tanto posiblemente a un aumento del error. Esto
resulta evidente si se observa los mismos gra´ficos obtenidos para el caso NX = 100 en la direccio´n
de ca´lculo:
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Figura 4.10: Perfil de T a lo largo del conducto
(CFL=0.02-Euler-k-scheme) con NX = 100
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Figura 4.11: Perfil de T a lo largo del conducto
(CFL=0.02-Rk4-k-scheme) con NX = 100
El error es mucho mayor en Figura 4.9 y en Figura 4.8 que en Figura 4.10 y Figura 4.11 por el
simple hecho de que hay una mayor cantidad de puntos discretizados en ese caso y por lo tanto
el error ha de ser mayor por fuerza, ya que el esquema nume´rico no tiende a ser exactamente
igual que el anal´ıtico.
Euler vs Runge-Kutta 4 pasos con MDT
Para esta parte, se selecciono´ 2 valores de CFL diferentes (0.1 y 0.2), sabiendo que a la ecuacio´n
de cantidad de movimiento se le hab´ıa an˜adido un te´rmino de difusio´n artificial (MDT). Todos
los experimentos se relizaron usando una discretizacio´n espacial de tipo k-scheme (k=0.5)
CFL int temp ∆tmin L
2
P L
∞
P L
2
ρ L
∞
ρ L
2
u L
∞
u L
2
T L
∞
T treal(s)
0.1 Euler 5.60E-07 11311.5 8303.6 0.166 0.075 220.8 208.8 168.2 93.2 338
0.2 Euler 1.10E-06 14663.7 8548.6 0.168 0.077 239.6 228.2 176.5 96 170
0.1 Rk4 5.60E-07 12327.7 9797.2 0.176 0.075 229.2 210.4 172.1 91.8 932
0.2 Rk4 1.10E-06 13079 10603.1 0.177 0.081 238.7 217.7 174 92.2 786
Cuadro 4.4: Errores, tiempo de computacio´n (t) y paso temporal mı´nimo para NX = 250 con
MDT, empleando un integrador temporal Rk4.
Por lo que respecta a los errores, se puede ver en la Tabla 4.4 como estos son muy parecidos para
ambos integradores temporales, no apreciando ninguna ventaja significativa entre ellos. Se puede
apreciar una cierta mejor´ıa del error de la presio´n para Rk4, pero el resto de variables empeoran
con este integrador. En ambos casos, se aprecia como la solucio´n ha mejorado ostensiblemente
respecto de la que se hab´ıa obtenido sin ningu´n limitador de flujo, eliminando en gran medida
estas sobreoscilaciones (menos en el caso de la temperatura, que sigue habiendo un pico mı´nimo)
y mejorando los valores del error para la temperatura y la densidad principalmente (Tabla 4.4
y Tabla 4.1). Sin embargo, el error acumulado de la presio´n y la velocidad empeora.
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A continuacio´n, se muestra los gra´ficos de uno de los experimentos realizados (CFL=0.2-Rk4-k-
scheme-MDT) para mostrar como estas sobreoscilaciones han decrecido enormemente, en todos
los casos se han obtenido resultados similares. Aunque es destacable comentar que los casos con
Runge-Kutta siguen mostra´ndose ma´s estables, como se puede ver si se comparan estos gra´ficos
con los obtenidos con Euler para el mismo CFL (Figura 6.5, Figura 6.6, Figura 6.7, Figura 6.8):
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Figura 4.12: Perfil de P a lo largo del conducto
(CFL=0.2-Rk4-k-scheme) con NX = 250
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Figura 4.13: Perfil de ρ a lo largo del conducto
(CFL=0.2-Rk4-k-scheme) con NX = 250
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Figura 4.14: Perfil de T a lo largo del conducto
(CFL=0.2-Rk4-k-scheme) con NX = 250
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Figura 4.15: Perfil de u a lo largo del conducto
(CFL=0.2-Rk4-k-scheme) con NX = 250
Upwind vs k-scheme aplicando MDT
Para este experimento, se empleo´ un integrador temporal Runge-Kutta de 4 pasos. Esto se
hizo por el hecho de que este esquema no garantiza automa´ticamente que un aumento del paso
temporal produzca un incremento del error de la solucio´n hasta que las sobreoscilaciones sean
muy grandes. Por este motivo, al ser un integrador temporal ma´s estable, el aumento del paso
temporal permit´ıa compensar el coste computacional mayor de este me´todo y el ca´lculo pod´ıa
acabar siendo finalmente ma´s ra´pido que empleando un euler expl´ıcito.
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El objetivo primario de esta tanda de experimentos era comprobar que despue´s de aplicar un
te´rmino de difusio´n adicional que eliminara las sobreoscilaciones, los resultados del k-scheme
mejoraban a los del upwind en cuanto a los valores de L2 y reduccio´n del rango espacial que se
necesitaba para captar el salto generado en la zona de la discontinuidad tanto para la densidad
como para la temperatura. Adema´s, se trato´ de ver hasta que punto se pod´ıa aumentar el CFL sin
que las sobreoscilaciones aumentaran de forma importante. Los resultados obtenidos se pueden
apreciar en la siguiente tabla, los cuales pertenecen al caso de 500 divisiones:
CFL disc espacial ∆tmin L
2
P L
∞
P L
2
ρ L
∞
ρ L
2
u L
∞
u L
2
T L
∞
T
0.1 k-scheme 2.80E-07 9366.1 4728.3 0.187 0.075 160 147.9 182.2 89
0.2 k-scheme 5.60E-07 9359.8 5029.1 0.186 0.074 164.4 153 181.1 89.1
0.5 k-scheme 1.40E-06 9697.6 5982.9 0.182 0.073 178.3 167.7 178.2 89
0.6 k-scheme 1.70E-06 9522.3 4794.2 0.179 0.074 160.2 149.9 174.1 87.8
0.1 upwind 2.90E-07 10256.2 5663.7 0.265 0.078 155.1 134.6 256.2 89.1
0.2 upwind 5.70E-07 10227.6 5451.3 0.265 0.078 161.4 143.1 256.8 89.3
0.5 upwind 1.40E-06 10367.3 6664.2 0.263 0.078 142 117.1 252.5 88.8
0.6 upwind 1.70E-06 10341.2 6165.6 0.262 0.077 169.2 153.2 256.7 89.7
Cuadro 4.5: Errores, tiempo de computacio´n (t) y paso temporal mı´nimo para NX = 500 con
MDT, empleando un integrador temporal Rk4
A juzgar por estos datos, el k-scheme ha mejorado los resultados obtenidos por el esquema tipo
upwind en el error acumulativo L2 para la mayor´ıa de variables, pero no para la velocidad. Esto
se debe a que este me´todo de difusio´n no es capaz de hacer completamente TVD el esquema
nume´rico, por lo que en el caso del k-scheme aparece un pequen˜o pico que es el que produce un
aumento del error con respecto del caso de upwind, pero si se exceptu´a esta regio´n (relacionada
con la efectividad a la hora de quitar las sobreoscilaciones), el esquema sigue siendo ma´s preciso
que en el caso upwind, ya que existe una zona intermedia donde se puede observar como la
solucio´n se curva, mientras que el esquema de alto orden es capaz de reflejarla pra´cticamente
plana. A pesar de esto, se puede apreciar como el descenso del error se da fundamentalmente
en aquellas variables donde existe una gran salto en la variable de estudio, como por ejemplo
la regio´n de discontinuidad. Este nuevo esquema de discretizacio´n espacial permite captar de
forma ma´s fidedigna este tipo de discontinuidades para un determinado nu´mero de volu´menes,
como se puede observar a continuacio´n:
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Figura 4.16: Perfil de T a lo largo del conducto
(CFL=0.5-Rk4-ksch-MDT) para NX = 250
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Figura 4.17: Perfil de T a lo largo del conducto
(CFL=0.5-Rk4-upwind-MDT) paraNX = 250
En el k-scheme el a´rea que queda comprendida entre la curva nume´rica y la anal´ıtica es menor
que en el caso del upwind, siendo esta u´ltima ma´s difusiva. De esta forma, se puede considerar
que efectivamente el k-scheme mejora los resultados obtenidos al aplicar algu´n limitador de flujo
que suprima las oscilaciones, como era de esperar. Adema´s, al ser un esquema de alto orden su
tendencia a tener sobreoscilaciones es mayor que en el caso upwind, de ah´ı que el pico sea un
poco ma´s puntiagudo en este caso, como ya se hab´ıa comentado.
Adema´s, se observo´ que el valor l´ımite de CFL para que estas sobreoscilaciones no fueran impor-
tantes cuando se emplea un me´todo nume´rico con k-scheme (k=0.5), Runge-Kutta de 4 pasos
expl´ıcto y an˜adiendo un te´rmino difusivo a la ecuacio´n de conservacio´n del movimiento (MDT),
es de 1. Este valor se dedujo por el hecho de que, al usar pasos temporales mayores, se produc´ıan
sobreoscilaciones importantes que pra´cticamente acababan con las ventajas de aplicar un MDT,
los gra´ficos para CFL=1 se encuentran en el ape´ndice (Figura 6.9, Figura 6.10, Figura 6.11 y
Figura 6.12).
Es importante destacar que la precisio´n a la hora de reflejar estas discontinuidades en el esquema
nume´rico desarrollado se puede alcanzar de dos formas distintas: subiendo el orden del esquema
de discretizacio´n o aumentando el nu´mero de volu´menes [5]. Por este motivo, se trato´ de mostrar
este hecho realizando un experimento nume´rico en el que eligiendo un integrador temporal
determinado (Rk4) y un discretizador espacial (k-scheme) para un paso temporal (CFL=0.6)
se intentaba ver si exist´ıa alguna diferencia al aumentar el nu´mero de elementos (100,250,500)
para la variable con un mayor salto de magnitud en la zona de discontinuidad, es decir, la
temperatura:
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Figura 4.18: Perfil de T a lo largo del conducto
(CFL=0.6-Rk4-ksch-MDT) para NX = 100
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Figura 4.19: Perfil de T a lo largo del conducto
(CFL=0.6-Rk4-ksch-MDT) para NX = 500
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Figura 4.20: Perfil de T a lo largo del conducto
(CFL=0.6-Rk4-ksch-MDT) para NX = 250
Una cosa que puede llamar la atencio´n es que a simple vista se puede ver que efectivamente,
cuanto mayor es el nu´mero de volu´menes en la direccio´n de ca´lculo, mejor se capta la discon-
tinuidad. Sin embargo, se puede ver como el error aumenta a pesar de esto cuanto mayor es
el nu´mero de volu´menes. Esta aparente contradiccio´n resulta por el hecho de que el esquema
nume´rico no tiende a reducir el error para un determinado instante a medida que se reduce el
taman˜o de la malla, es decir, el esquema nume´rico no converge a la solucio´n anal´ıtica. Adema´s,
estos experimentos nume´ricos son la prueba de que a pesar de emplear limitadores de flujo, la
solucio´n sigue sin ser completamente monoto´nica.
Estudio parame´trico del CFL vs ϑ mediante el me´todo FCT
Uno de los objetivos del trabajo era poder realizar un estudio parame´trico aplicando el me´todo
FCT en el esquema nume´rico, con tal de poder ver la influencia de la difusio´n en el paso temporal
ma´ximo, as´ı como la precisio´n de la solucio´n obtenida. Con esto se trataba de obtener el ma´ximo
72
Modelos de meca´nica de fluidos de baja fidelidad en 3D
paso temporal posible que minimizara las oscilaciones, y al mismo tiempo redujera el error
acumulado (L2) al ma´ximo posible.
Para realizar este estudio se escogio´ el integrador temporal Runge-Kutta, al ser el que permit´ıa
emplear pasos temporales mayores (no se ten´ıa el integrador impl´ıcito en aquel momento), y
una discretizacio´n espacial de tipo k-scheme, al obtenerse un menor error con este esquema.
Se probaron de forma cruzada tanto distintos pasos temporales, regulados por el nu´mero de
Courant (0.5,0.7,0.9,1.1,1.3,1.4), como coeficientes de difusio´n (0.1,0.2,0.5,0.7,0.9).
ϑ CFL ∆tmin L
2
P L
∞
P L
2
ρ L
∞
ρ L
2
u L
∞
u L
2
T L
∞
T treal(s)
0.1 0.3 1.70E-06 29142.4 10790.2 0.296 0.088 343.5 227.1 204 89.3 266
0.1 0.5 2.90E-06 22192.8 11010.2 0.237 0.088 294.3 225.8 182.7 90.5 159
0.1 0.7 4.00E-06 20190.9 12318.1 0.214 0.094 283 228.6 179.6 91.9 115
0.1 0.9 5.00E-06 21987.3 15697.8 0.213 0.112 309.3 250 192.4 99.1 -
0.1 1.3 7.20E-06 24062.2 18859.2 0.213 0.126 323.3 265.4 206.8 122.3 151
0.2 0.5 2.90E-06 24218 10862 0.255 0.087 304.3 225.2 187.1 89.2 168
0.2 0.7 4.00E-06 22312.4 13420.3 0.231 0.102 309.4 238.7 187.1 92.3 285
0.2 0.9 5.10E-06 22438.8 15528 0.221 0.112 317.2 251.5 192.4 96.4 142
0.2 1.3 7.20E-06 25989.6 20061.3 0.226 0.133 342.2 275.8 216.1 127.7 67
0.5 0.5 2.90E-06 30327.1 11643.2 0.305 0.094 359.5 234.2 205.9 88.8 162
0.5 0.7 4.00E-06 24415.2 10392.1 0.257 0.084 294.6 219.8 184.9 87.7 116
0.5 0.9 5.20E-06 22575.1 12700.8 0.237 0.098 302.9 234.2 184.9 90.9 171
0.5 1.1 6.30E-06 22227.6 14697.1 0.227 0.108 308.7 244.6 188.4 92.8 -
0.5 1.3 7.40E-06 26491.6 19369.4 0.241 0.133 358.3 276.3 214.9 117.6 66
0.5 1.4 7.50E-06 24879 18618.2 0.229 0.127 337.8 271.4 209.2 116.5 59
0.7 0.5 2.90E-06 33592.7 11656.2 0.333 0.094 386.8 235.4 215.9 88.6 162
0.7 0.7 4.00E-06 27379.4 10876.8 0.282 0.088 321.6 225.2 194.5 87.8 115
0.7 0.9 5.20E-06 25150.2 13085.1 0.258 0.101 327.9 239.5 192.7 90.7 94
0.7 1.1 6.30E-06 25484.4 15960.5 0.251 0.117 348.3 256.8 201.2 94.5 76
0.7 1.3 7.40E-06 21657.6 14393.7 0.223 0.106 296 240.3 186.2 92.6 62
0.7 1.4 7.40E-06 18836 11144.7 0.207 0.085 248.6 214 173.7 91.2 59
0.9 0.5 2.90E-06 36583.8 11611.8 0.358 0.094 411.4 235.8 225 88.3 162
0.9 0.7 4.00E-06 29998.6 11066.4 0.303 0.09 344.6 228 202.9 87.8 116
0.9 0.9 5.20E-06 27268.5 12982 0.276 0.101 345.8 240.5 199.1 90.5 103
0.9 1.1 6.30E-06 27165.1 15664.5 0.266 0.117 365.3 255.3 206.1 94 72
0.9 1.3 7.40E-06 24130.7 15269.7 0.241 0.113 326.1 250.2 195.2 93.6 60
0.9 1.4 7.40E-06 20939.9 12641.5 0.223 0.096 272.9 226 181.1 91.8 60
Cuadro 4.6: Tabla del estudio parame´trico de ϑ contra CFL para NX = 250
Por lo que respecta a las observaciones generales del Tabla 4.6, se puede observar como a medida
que aumenta el coeficiente de difusio´n, el error obtenido para un mismo paso temporal aumenta
tambie´n. Esto esta´ en consonancia con el hecho de que el esquema es bastante difusivo de por si
en cuanto a la captacio´n de las discontinuidades (al an˜adir el FCT), por lo que al aumentar el
coeficiente difusivo el error aumenta todav´ıa ma´s. Sin embargo, para el caso particular de 250,
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se puede ver tambie´n como existe un punto de inflexio´n en cuanto al paso temporal a partir del
cual el error vuelve a aumentar. Este punto de inflexio´n parece adema´s que aumente a medida
que el coeficiente de difusio´n ϑ lo hace tambie´n, ya que para un coeficiente de difusio´n de 0.1 se
da para un CFL de 0.7, en 0.2 empieza en 0.9, en 0.5 en 1.1, en 0.7 en 0.9 y finalmente para ϑ
igual a 0.9 no se da.
Para entender esto simplemente hay que observar lo que sucede por ejemplo en la solucio´n de la
temperatura a medida que se aumenta el paso temporal para un coeficiente de difusio´n de 0.7,
cuyas ima´genes se pueden encontrar en el Anexo (Figura 6.17, Figura 6.18 y Figura 6.19). En
la imagen de Figura 6.17, se puede ver como la solucio´n del perfil de temperatura es extrema-
damente difusiva, ya que el coeficiente de difusio´n es muy grande y el paso temporal bastante
pequen˜o, esto conlleva a que no haya ningu´n pico en la solucio´n interna. Sin embargo, el error
es el ma´s grande de las tres ima´genes asociadas ya que la pendiente de la zona de rarefaccio´n es
demasiado suave, adema´s de que no es capaz de reflejar las discontinuidades en la solucio´n de
una forma ma´s aproximada a la realidad debido a esta difusio´n. Cuando se incrementa el paso
(Figura 6.18), se puede ver como el error temporal empieza a compensar parte de esta difusio´n
y por lo tanto la pendiente de la zona de rarefaccio´n empieza a semejarse a la anal´ıtica. Sin em-
bargo, se ha observado que para el caso de NX = 250, el perfil de T vuelve a sufrir oscilaciones
espu´reas una vez que el aumento del paso temporal resulta ser abusivo (Figura 6.19). El ∆t a
partir del cual el esquema vuelve a ser profundamente dispersivo es lo que se ha denominado
como punto de inflexio´n, el cual no siempre aparece ya que para las configuraciones de 500 y
100 celdas los resultados obtenidos u´nicamente descienden a medida que se aumenta el paso
temporal.
As´ı pues, se observa que el FCT es un me´todo tremendamente efectivo para retirar las sobreos-
cilaciones, pero al mismo tiempo an˜ade tanta difusio´n que la solucio´n es mucho ma´s suave que
la obtenida en el me´todo MDT. Esto se puede deber a que este corrector de flujo es un sistema
de postproceso, mediante el cual se an˜ade difusio´n en las zonas con un elevado gradiente, recu-
pera´ndose la solucio´n y precisio´n originales en aquellas zonas donde no existe tal discontinuidad.
Esta suavidad en la solucio´n se puede distinguir fa´cilmente en la zona de rarefaccio´n, donde la
pendiente es mucho ma´s plana que en la solucio´n anal´ıtica, atenuando tambie´n la variacio´n que
se origina en la zona sin perturbar de la izquierda y esta onda con respecto al me´todo MDT. A
pesar de que en la zona de la superficie de contacto no se observan diferencias relevantes entre
ambos me´todos, en el caso del salto producido por la onda de choque esto se sigue viendo.
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Figura 4.21: Perfil de T a lo largo del
conducto (CFL=0.5-Rk4-k-scheme-MDT) pa-
ra NX=250
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Figura 4.22: Perfil de T a lo largo del conduc-
to (CFL=0.5-Rk4-k-scheme-FCT(ϑ=0.2)) pa-
ra NX=250
Para finalizar con este ana´lisis, simplemente ser´ıa remarcable comentar que en los casos con
un coeficiente de difusio´n pequen˜o (0.1 y 0.2), el ma´ximo nu´mero de Courant antes de tener
problemas de sobreoscilaciones era 0.7, a partir de estos valores el cresteo caracter´ıstico de
las soluciones inestables se volv´ıa a producir. Tampoco se pod´ıa sobrepasar el valor de 1.3 en
estos experimentos debido a que la difusio´n aplicada no era suficiente para incrementar el paso
temporal. Para valores de difusio´n mayores de 0.5, se dedujo que el ma´ximo CFL que se pod´ıa
obtener antes de tener problemas con las iteraciones (oscilaciones tan grandes que los nu´meros
eran negativos para algunas) era de 1.4. Se pudo ver que este valor no se pod´ıa aumentar a
pesar de subir el coeficiente de difusio´n (ϑ), por lo que al incrementar este coeficiente, el error se
incrementaba tambie´n en la mayor´ıa de casos por las razones explicadas anteriormente. De esta
forma, se llego´ a la conclusio´n de que los valores que permit´ıan obtener el menor error posible,
junto al mayor paso temporal, eran un coeficiente de difusio´n de 0.7 y un CFL de 1.4. Estos
resultados se pueden observar en el Anexo (Figura 6.13, Figura 6.14, Figura 6.15 y Figura 6.16).
Sin embargo, el esquema nume´rico no es convergente, tal y como se ha comentado en repetidas
ocasiones, por lo que este fue el resultado de la optimizacio´n para NX = 250 y no se pod´ıa
asegurar que fuera a ser as´ı para cualquier malla. Por este motivo, se repitio´ este mismo estudio
tanto con 100 volu´menes como con 500 y se dedujo en esas dos ocasiones que el coeficiente de
difusio´n o´ptimo era de 0.5, mientras que el paso temporal se rebajaba a 1.3. Este resultado
tampoco permit´ıa deducir que estos fueran los valores o´ptimos para cualquier configuracio´n de
problema que emplee el esquema de difusio´n FCT, pero s´ı se puede afirmar que, para un rango
de volu´menes habitual en este tipo de programas (de 400 a 2000 celdas), el valor o´ptimo del
nu´mero de Courant por lo que respecta a la minimizacio´n del error y a la obtencio´n de las
menores oscilaciones posibles, se va a situar entorno a 1.3 ∼ 1.4, mientras que el coeficiente de
difusio´n estara´ entre 0.5∼0.7.
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Resultados integrador impl´ıcito
Finalmente por lo que respecta al caso cartesiano, se trato´ de analizar hasta que punto se
pod´ıa aumentar el paso temporal de un integrador impl´ıcito sin afectar irremediablemente a la
solucio´n. Para lograr este objetivo, se creyo´ que la mejor forma era realizar un estudio en el que
se aumentara el paso temporal del caso que mejores resultados hab´ıa aportado (usando k-scheme
como discretizador, Runge-Kutta como integrador temporal y MDT) hasta el punto en el que el
error ya fuera insostenible.
Sin embargo, no fue posible obtener resultados concluyentes en este ana´lisis ya que despue´s de un
determinado nu´mero de pasos temporales, una serie de celdas que constitu´ıan una de las a´reas
transversales en la direccio´n principal de transmisio´n del movimiento se quedaba sin energ´ıa,
por lo que su temperatura se volv´ıa negativa y el ca´lculo no pod´ıa seguir. Aun as´ı, cabe destacar
que empleando la configuracio´n ba´sica de Euler-upwind-CFL=0.02, se pudo ver que la primera
iteracio´n temporal daba ma´s o menos los mismos resultados que las obtenidas al hacer dos pasos
expl´ıcitos.
Esto se debio´ fundamentalmente al hecho de que en el ca´lculo expl´ıcito, los efectos de la cantidad
de movimiento calculada en el paso n, no se ve´ıan reflejados en las variables escalares del dominio
hasta el paso temporal n+1, donde ya pasaban a formar parte de las ecuaciones de Euler. Por lo
tanto, se puede decir que exist´ıa una especie de retardo entre la cantidad de movimiento calculada
en un determinado instante temporal y el resto de variables, hecho que se debe de tener en cuenta
al sacar las variables de la funcio´n ‘integra’ (es necesario actualizar la velocidad en los centroides
y la presio´n una vez ma´s para que las variables escalares verdaderamente correspondan con lo
calculado en el u´ltimo instante). En el ca´lculo impl´ıcito esto no ocurrio´, ya que todo se calcula
al mismo tiempo, por lo que no exist´ıa ningu´n tipo de retardo entre las variables calculadas.
Se ha repasado en numerosas ocasiones tanto el planteamiento como la implementacio´n del
programa y se ha llegado a la conclusio´n de que el error debe estar en alguna parte del co´digo
relacionada con el ca´lculo impl´ıcito, es bastante dif´ıcil encontrar cualquier tipo de equivocacio´n
minu´scula que pueda haber y que desbarata por completo el co´digo debido a la complejidad del
mismo, por lo que se ha dejado como sugerencia para futuros trabajos tratar de encontrar este
error.
4.2. Validacio´n problema en coordenadas cil´ındricas
Uno de los objetivos del proyecto era desarrollar un co´digo en coordenadas cil´ındricas que pudiera
reflejar de forma ma´s o menos fidedigna los feno´menos fluidodina´micos tridimensionales que se
pudieran dar en conductos reales contenidos dentro de un motor o en un ciclo combinado.
Una vez explicada e implementada una solucio´n nume´rica para estas necesidades, era necesario
validar sus resultados para comprobar lo fiables que eran. Para hacerlo, se han empleado dos
experimentos nume´ricos:
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Experimento 1: el caso de validacio´n empleado anteriormente (onda de choque dentro de
un tubo)
Experimento 2: caso de validacio´n en un tubo cil´ındrico mediante la comparacio´n de los
resultados obtenidos con los de un software de CFD comercial.
El primer experimento se ha empleado con tal de poder validar el comportamiento 1D del
co´digo en cil´ındricas, para ver si el esquema nume´rico conduc´ıa a alguna diferencia con respecto
a los resultados en coordenadas cartesianas, cosa que a priori no ser´ıa lo esperable. El segundo
experimento es el que se ha empleado para poder validar la direccio´n radial y por lo tanto es el
que tiene un mayor intere´s.
Experimento de tubo de choque
En este caso, se volvio´ a comprobar que los resultados obtenidos para el caso cartesiano 1D
correspond´ıan con los calculados mediante el co´digo en cil´ındricas. Para probarlo, se repitieron
los gra´ficos de presio´n, temperatura, velocidad y densidad para la configuracio´n con 100 divisio-
nes en la direccio´n longitudinal. En todos los casos analizados, los resultados obtenidos fueron
exactamente los mismos en ambas configuraciones, esto se puede observar si se comparan por
ejemplo los gra´ficos en cil´ındricas de la Figura 6.20, la Figura 6.21, la Figura 6.22 y la Figura 6.23
con los correspondientes en cartesianas (Figura 4.2, Figura 4.3, Figura 4.4 y Figura 4.5)
Este era el resultado esperable, ya que al ser un feno´meno de onda plana, solamente se transmit´ıa
en una u´nica direccio´n. De esta forma, su resultado no guarda ninguna relacio´n con respecto a los
volu´menes o las a´reas tranversales a la direccio´n de propagacio´n, si no que u´nicamente depende
del ∆L entre los centroides en la direccio´n de ca´lculo, as´ı como las condiciones de contorno y
los valores iniciales. Este hecho puede ser demostrado matema´ticamente teniendo en cuenta el
esquema nume´rico empleado para resolver el problema.
Valores iniciales y definicio´n del caso radial- Experimento 2
En este experimento nume´rico realizado mediante un software comercial por el tutor del proyecto,
se definio´ un tubo de 1 m de largo con 0.1 m de dia´metro. El aire se asumio´ que segu´ıa la ley
de los gases ideales . Por lo que respecta a los valores iniciales, se establecio´ que la temperatura
fuera de 300 K, una presio´n en la zona externa del cilindro de 100 kPa. Se dice que en la zona
externa del cilindro, por el hecho de que exist´ıa una regio´n interior en el centro de dia´metro 0.05
m y longitud 0.1 m donde la presio´n era 150 kPa. De esta forma, se produjo una diferencia de
presio´n en la direccio´n radial que activaba la influencia de esta coordenada en los resultados de
la ecuacio´n.
A continuacio´n, se adjunta una imagen del contorno de presiones del primer paso temporal del
caso evaluado para que se pueda entender mejor la descripcio´n dada anteriormente. Es una
imagen transversal de todo el tubo en direccio´n longitudinal:
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Figura 4.23: Imagen transversal para instante 1·10−5s de la mitad superior del cilindro (STAR)
Evolucio´n temporal del problema inicial en la simulacio´n nume´rica
Se simularon los primeros 250 µs del problema mediante el empleo de un software comercial, de
los cuales se han tomado distintos contornos de presio´n con tal de poder compararlos con los
resultados obtenidos mediante el simulador nume´rico. Se han seleccionado 5 instantes temporales
particulares, por el hecho de que se han considerado como bastante representativos para entender
que´ es lo que esta´ sucediendo con respecto al feno´meno f´ısico. Los resultados aqu´ı representados
corresponden a los del simulador nume´rico empleando un integrador temporal tipo Euler y un
discretizador espacial upwind, con un CFL de 0.02. En todos los experimentos desarrollados en
la seccio´n de validacio´n radial en cil´ındricas se usaron 100 divisiones en la direccio´n longitudinal,
10 en la radial y 4 en la azimutal (no hay ningu´n feno´meno azimutal en este caso, por lo que
se opto´ por minimizar el coste). Adema´s, en el anexo se han an˜adido los contornos de presio´n
obtenidos mediante el software comercial con tal de poder compararlos fa´cilmente:
Figura 4.24: Imagen transversal para instante 1 ·10−5s de la mitad superior del cilindro (4.23)
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En el primer instante, se puede observar como todav´ıa no se hab´ıan generado apenas ondas de
presio´n por lo que el cilindro inicial segu´ıa pra´cticamente intacto. Hab´ıa una cierta propagacio´n
en la direccio´n radial pero de momento era meramente testimonial.
Figura 4.25: Imagen transversal para instante 7 ·10−5s de la mitad superior del cilindro (6.24)
La diferencia de presiones inicial existente entre el cilindro interno y el externo empezaba a
verse claramente difuminada por un frente de presio´n que se transmit´ıa desde el cilindro interno
hasta las proximidades del mismo, tratando de equilibrar ambas presiones. Se puede observar
como se generaron varias ondas de presio´n debido a la su´bita variacio´n de esta variable que se
puede apreciar en varios puntos del dominio de forma consecutiva, marcado los l´ımites de este
feno´meno de transporte. Este transitorio generado por la diferencia de presiones origino´ que en
el interior del cilindro se produjera una sobreoscilacio´n negativa que disminuyo´ la presio´n incluso
por debajo del valor medio del cilindro externo.
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Figura 4.26: Imagen transversal para instante 1.5 ·10−4s de la mitad superior del cilindro (6.25)
En este caso, la zona de perturbacio´n segu´ıa avanzando mientras que el cilindro original se
acababa de desdibujar, juntando los dos polos con menor presio´n del dominio en un u´nico
punto.
Figura 4.27: Imagen transversal para instante 2 ·10−4s de la mitad superior del cilindro (6.26)
Una vez el tiempo transcurrido ya comenzaba a ser importante, se puede observar como el frente
de ondas generado ya se volvio´ pra´cticamente plano, pero ocurrio´ un feno´meno muy curioso. La
zona de depresio´n generada en el interior era tan grande que una parte de esta volvio´ hacia su
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zona original, con tal de hallar el ansiado equilibrio de presiones.
Figura 4.28: Imagen transversal para instante 2.5 ·10−4s de la mitad superior del cilindro (6.27)
Finalmente, ya se puede observar como el frente de presiones pra´cticamente desaparecio´ y se
estaba a punto de alcanzar el equilibrio de presiones. Si se hubiera simulado algu´n instante
temporal posterior, se podr´ıa haber observado como esta sobrepresio´n remanente en la zona
central se iba diluyendo conforme pasaba el tiempo sin generar ningu´n frente de presio´n nuevo
que volviera hacia el interior, alcanzando plenamente el equilibrio.
El ana´lisis de un feno´meno de estas caracter´ısticas no fue casualidad, si se piensa detenidamente
se puede ver como es un feno´meno de transporte bastante comu´n en la naturaleza. Un ejemplo
podr´ıa ser el movimiento que se genera en un estanque a la hora de lanzar una piedra en el
mismo: en el primer instante en el que la piedra toca el agua, se genera una zona de depresio´n
descendente debido a la accio´n de la roca rodeada por una sobreoscilacio´n positiva del agua,
cuando la roca penetra dentro del agua, el agua tiende a recuperar el espacio perdido debido a
la accio´n de la roca, creando una columna vertical que sale de la misma. Sin embargo, el ejemplo
ma´s relevante para la aplicacio´n que se esta´ tratando en este trabajo podr´ıa ser el de las ondas
presio´n que se generan dentro de la ca´mara de combustio´n de un MCIA debido al movimiento
del pisto´n: estas ondas avanzan y se reflejan en la pared por diversos motivos durante el ciclo
por lo que este modelo puede permitir representarlas de forma ma´s fidedigna.
Una vez analizado el feno´meno, se consideraron todos aquellos aspectos descubiertos para el
caso 1D con tal de ver si los resultados obtenidos mediante estas modificaciones mejoraban los
contornos de presio´n calculados usando el integrador temporal Euler, el discretizador espacial
upwind y sin emplear ningu´n limitador de flujo. En todos los casos, se compararon los resultados
obtenidos para el instante temporal 2.5 ·10−4 s.
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Ana´lisis uso del Rk4 sin limitador de flujo
Se realizaron una serie de experimentos empleando un me´todo Runge-Kutta expl´ıcito de 4 pasos
como integrador temporal, utilizando como discretizador espacial el me´todo upwind. Se anali-
zaron en este caso 3 pasos temporales distintos con tal de observar si las tendencias observadas
en el caso 1D se segu´ıan manteniendo para este caso.
Figura 4.29: Imagen transversal para instante 2.5 ·10−4s con un CFL de 0.1
Figura 4.30: Imagen transversal para instante 2.5 ·10−4s con un CFL de 1
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Figura 4.31: Imagen transversal para instante 2.5 ·10−4s con un CFL de 2.2
En primer lugar, se puede ver como todas las ima´genes esta´n bastante difuminadas independien-
temente del paso temporal seleccionado, por lo que se puede deducir que los resultados fueron
bastante difusivos por el me´todo upwind seleccionado. A pesar de esto, se puede ver como en la
zona central sigue habiendo ciertos saltos de temperatura en zonas contiguas contenidas en esta
regio´n. Esto se puede deber seguramente al hecho de que el esquema tiene sobreoscilaciones por
definicio´n, lo que propicia estas su´bitas variaciones de la variable de intere´s. Adema´s, se puede
observar como al aumentar el paso temporal, parece que empiece a generarse dentro de la zona
central una pequen˜a regio´n arqueada donde la presio´n tiende a asemejarse a aquella del cilindro
externo (Figura 4.31), mientras que los resultados empiezan a alejarse de los obtenidos en el
caso anal´ıtico. Por lo tanto, se puede deducir que las sobreoscilaciones siguen estando presentes
cuando no se emplea un limitador de flujo, tal y como suced´ıa en el caso 1D, y la solucio´n
empeora a medida que aumenta el paso temporal.
Adema´s, es bastante destacable el hecho de que se pudo aumentar el paso temporal para todos
los experimentos hasta unos l´ımites mucho mayores que los considerados en el tubo de Sod,
llegando incluso a nu´meros de Courant cercanos a 3. Este hecho se produjo tambie´n en el resto
de experimentos nume´ricos realizados para la configuracio´n de prueba radial. Seguramente, esto
se deba a que el salto de presiones impuesto entre el cilindro interno y el externo ten´ıa un ratio
de 1.5, por lo que las velocidades generadas en el seno del dominio fluido fueron mucho menores,
esto permitio´ que la restriccio´n de estabilidad del paso temporal se relajara tambie´n y por lo
tanto se pudiera emplear estos CFL mucho ma´s agresivos. Au´n as´ı, es muy interesante comentar
tambie´n lo que sucedio´ cuando se sobrepaso´ el l´ımite estable de este paso temporal, hecho que
se puede observar en Figura 6.28. En este contorno, se puede ver como se suceden una serie de
l´ıneas cruzadas, tanto de izquierda a derecha como viceversa, que generan un empeoramiento
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ostensible de la solucio´n. Esto se debe a que al aumentar el paso temporal por encima del l´ımite
admisible, la solucio´n se volvio´ claramente dispersiva y el entramado de l´ıneas que lo evidenciaba
empezo´ a aparecer.
MDT upwind vs MDT k-scheme
Se realizaron tambie´n una serie de experimentos con la finalidad de comprobar si despue´s de
aplicar un limitador de flujo, como es el caso del MDT, se segu´ıa obteniendo una mejora de la
solucio´n tal y como se hab´ıa observado en el experimento 1D al pasar de un esquema de tipo
upwind a un k-scheme.
Figura 4.32: Imagen transversal para instante 2.5 ·10−4s con un CFL de 0.5 usando un k-scheme
Figura 4.33: Imagen transversal para instante 2.5 ·10−4s con un CFL de 0.5 usando upwind
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A juzgar por lo visto en Figura 4.32 y Figura 4.33, no se puede ver que haya una ventaja
significativa al emplear un k-scheme respecto del upwind. Esto se debe seguramente a que el
salto de presiones usado entre el cilindro interno y la regio´n externa era relativamente pequen˜o
con respecto al empleado en el tubo de Sod, por lo que al no haber grandes discontinuidades
puede que tampoco se obtuviera una ganancia tan significativa como en el caso de la temperatura
en el problema de validacio´n 1D. Adema´s, ya se hab´ıa visto en ese problema que esta ganancia
era mucho ma´s marginal en otras magnitudes donde estos grandes saltos en la membrana de
discontinuidad no exist´ıan, como por ejemplo la velocidad o la presio´n.
A pesar de esto, s´ı que se observa como en el caso del k-scheme se produce un ligero aumento de
la temperatura en la zona central con respecto del caso upwind, por lo que se puede decir que se
sigue produciendo una ligera mejora de los resultados obtenidos respecto del caso de validacio´n
de referencia.
FCT
Finalmente, se comprobo´ cuales eran los resultados de aplicar el me´todo FCT para reducir las
sobreoscilaciones, y si las conclusiones que se pod´ıan alcanzar eran las mismas que las expuestas
en el caso 1D. Para comprobar esto, se emplearon dos coeficientes de difusio´n diferentes (0.5,0.7)
los cuales se comprobaron para 4 nu´meros de Courant distintos (0.5,1,1.5,2.5).
Figura 4.34: Imagen transversal para instante 2.5 ·10−4s con un CFL de 1.5 usando FCT(ϑ=0.5)
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Figura 4.35: Imagen transversal para instante 2.5 ·10−4s con un CFL de 2.5 usando FCT(ϑ=0.5)
Ambos casos se obtuvieron con un discretizador espacial k-scheme y un integrador temporal
Runge-Kutta. Como se puede observar, la difusio´n obtenida en todos los casos comprobados fue
superlativa, ya que pra´cticamente no se puede distinguir ninguna forma o tendencia particular en
la zona central inferior. Obviamente, estos resultados empeoraban si se aumentaba el coeficiente
de difusio´n, por lo que no se pudo llegar a aplicar el rango de coeficientes obtenidos para el caso
1D. Esto esta´ en consonancia con lo mencionado anteriormente, ya que evidencia que el salto
de presiones era bastante pequen˜o y por lo tanto no requer´ıa de una te´cnica tan agresiva para
suprimir las sobreoscilaciones como esta. Adema´s, se puede ver como los resultados mejoraron
ligeramente al aumentar el paso temporal, ya que la difusio´n se ve´ıa compensada parcialmente
por el aumento del paso temporal.
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Conclusiones
La principal contribucio´n de este trabajo ha sido implementar dos herramientas nume´ricas com-
pletamente funcionales mediante las cuales se puede resolver las ecuaciones de Euler en 3D de
forma nume´rica tanto para coordenadas cartesianas como cil´ındricas, pudiendo elegir entre varios
tipos de integradores temporales (Euler o Runge-Kutta) o discretizadores espaciales (k-scheme
o upwind). A lo largo del trabajo, se han realizado una serie de hallazgos que merece la pe-
na destacar con tal de tenerlos en cuenta a la hora de utilizar este tipo de co´digos en futuros
proyectos:
Siempre que se utilicen esquemas de discretizacio´n espacial lineales de orden mayor que uno,
se van a generar oscilaciones en la solucio´n calculada, ya que no se puede asegurar que esta
sea monoto´nica dentro del dominio de ca´lculo. Si las discontinuidades en las variables de
intere´s son demasiado grandes, estas sobreoscilaciones pueden no ser sostenibles, haciendo
que sea necesario emplear un limitador de flujo que trate de eliminarlas en aquellas zonas
donde surgen, mientras se preserva la precisio´n del ca´lculo en el resto.
El orden del integrador temporal puede ser muy relevante a la hora de obtener el error en
los resultados de las variables de intere´s, tanto para los integradores temporales expl´ıcitos
como en los impl´ıcitos. En la mayor´ıa de resultados se ha observado como al aumentar el
paso temporal, el error obtenido aumentaba tambie´n, lo cual es esperable. Sin embargo, se
debe de tener en cuenta que cuando las diferencias de escalas temporales dentro del seno
del fluido son importantes, el problema se puede volver bastante r´ıgido dependiendo del
CFL usado, por lo que la evolucio´n del error cuando aumenta el paso temporal puede ser
ma´s inestable.
El orden del discretizador espacial puede llegar a ser muy relevante a la hora de calcular
el error acumulado. Al emplear un esquema de alto orden (k-scheme), se pueden llegar a
producir oscilaciones realmente relevantes que hacen necesarios estos limitadores de flujo.
El limitador de flujo MDT ha resultado ser un me´todo bastante efectivo a la hora de
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amortiguar en gran medida las oscilaciones al emplear el discretizador espacial k-scheme,
aunque no se ha producido una supresio´n completa de las mismas. Usar este discretizador
junto al MDT ha demostrado ser la forma ma´s precisa para tratar de reproducir los grandes
saltos de variables que se puedan generar en el dominio fluido, reduciendo al ma´ximo el
error generado. Sin embargo, este discretizador espacial no ha consiguido sacar a relucir
su ventaja en aquellas variables donde estos saltos no esta´n presentes.
El limitador de flujo FCT ha resultado ser la forma ma´s contundente de reducir las oscila-
ciones por completo, consiguiendo de esta forma un esquema pra´cticamente monoto´nico. El
problema es que este sistema de postprocesado es tan difusivo, que suaviza excesivamente
la solucio´n. Esta difusio´n se puede compensar parcialmente si se emplea un paso temporal
realmente agresivo. Por lo que respecta a los valores o´ptimos del coeficiente de difusio´n
(ϑ) contra el paso temporal (CFL), se ha visto que esta´n ı´ntimamente relacionados con el
problema que se esta´ resolviendo, as´ı como el nu´mero de elementos empleados, por lo que
es dif´ıcil extraer una conclusio´n general sobre estos valores. Simplemente, se puede tomar
como cierto el hecho de que el coeficiente de difusio´n debe ser mayor que 0.5.
Los integradores temporales impl´ıcitos pueden ofrecer grandes ganancias en cuanto el paso
temporal que se puede utilizar (A-estables), pero al mismo tiempo son bastante complica-
dos de implementar.
Por lo que respecta al programa en coordenadas cil´ındricas, se ha visto que las hipo´tesis
tomadas para este programa (asumir que no hab´ıa flujo en la direccio´n radial cerca de
la singularidad, la modificacio´n de la fo´rmula de la reconstruccio´n de la velocidad en el
centroide...) son bastante acertadas segu´n el problema que se esta´ considerando en este
caso. Algunos hallazgos del caso 1D, como por ejemplo la mejora del k-scheme respecto
del upwind, se siguen manteniendo, pero todav´ıa hay muchas inco´gnitas en cuanto al
comportamiento de los limitadores de flujo (FCT y MDT) en este caso.
5.1. Sugerencias como trabajos futuros
A pesar de que el trabajo realizado a lo largo de esta tesis ha sido numeroso, siguen quedando
muchas inco´gnitas de las cuales merecer´ıa ocuparse en futuros proyectos:
Ser´ıa interesante en primer lugar poder implementar condiciones de contorno de distintos
tipos (anecoicas, pulsos de presio´n...) que permitieran una mayor versatilidad a la hora de
poder reproducir los feno´menos que suceden en el interior de un MCIA.
Habr´ıa que implementar tambie´n la conexio´n del co´digo desarrollado con otros esquemas
1D ya hechos con tal de optimizar los recursos empleados en el ca´lculo, tal y como se
hizo en [5]. Estar´ıa bien probar con dos celdas limı´trofes entre los dos co´digos en lugar de
solamente una, con la finalidad de poder emplear el k-scheme tambie´n ah´ı.
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Se podr´ıa comprobar el planteamiento y la implementacio´n del integrador temporal impl´ıci-
to con tal de hallar el error que impide su puesta en funcionamiento.
Ser´ıa aconsejable realizar un estudio empleando el co´digo en cil´ındricas mediante el cual
fuera posible realizar la unio´n entre distintos conductos, pudiendo elegir cuantos se desean
usar y en que´ angulo se deben unir.
Habr´ıa que elaborar pruebas con el co´digo en cil´ındricas con tal de poder comprobar si
los resultados de un feno´meno que tenga la direccio´n azimutal como su principal eje de
transmisio´n se ven fielmente representados mediante este planteamiento.
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Anexo
Rk4 vs Euler- sin difusio´n - Upwind de primer orden
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Figura 6.1: Perfil de P a lo largo del conducto
(CFL=0.02-Rk4-upwind) para NX = 250
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Figura 6.2: Perfil de ρ a lo largo del conducto
(CFL=0.02-Rk4-upwind) para NX = 250
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Figura 6.3: Perfil de T a lo largo del conducto
(CFL=0.02-Rk4-upwind) para NX = 250
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
distancia[m]
0
50
100
150
200
250
300
u[
m
/s
]
u plot, L2=123.4 , Linf=100.2 , dt minima=1.1E-07 
numerico
analitico
Figura 6.4: Perfil de u a lo largo del conducto
(CFL=0.02-Rk4-upwind) para NX = 250
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Euler vs Rk4 usando MDT
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Figura 6.5: Perfil de P a lo largo del conducto
(CFL=0.2-Euler-k-scheme) para NX = 250
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Figura 6.6: Perfil de ρ a lo largo del conducto
(CFL=0.2-Euler-k-scheme) para NX = 250
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
distancia[m]
250
275
300
325
350
375
400
425
T[
k]
T plot, L2=176.5 , Linf=96.0 , dt minima=1.1E-06
numerico
analitico
Figura 6.7: Perfil de T a lo largo del conducto
(CFL=0.2-Euler-k-scheme) para NX = 250
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Figura 6.8: Perfil de u a lo largo del conducto
(CFL=0.2-Euler-k-scheme) para NX = 250
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Upwind vs k-scheme aplicando MDT
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Figura 6.9: Perfil de P a lo largo del conducto
(CFL=1-Rk4-k-scheme) para NX = 250
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Figura 6.10: Perfil de ρ a lo largo del conducto
(CFL=1-Rk4-k-scheme) para NX = 250
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Figura 6.11: Perfil de T a lo largo del conducto
(CFL=1-Rk4-k-scheme) para NX = 250
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Figura 6.12: Perfil de u a lo largo del conducto
(CFL=1-Rk4-k-scheme) para NX = 250
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Estudio parame´trico del CFL vs ϑ mediante el me´todo FCT
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Figura 6.13: Perfil de P a lo largo del conduc-
to (CFL=1.4-Rk4-ksch-FCT(0.7)) para NX =
250
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Figura 6.14: Perfil de ρ a lo largo del conduc-
to (CFL=1.4-Rk4-ksch-FCT(0.7)) para NX =
250
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Figura 6.15: Perfil de T a lo largo del conduc-
to (CFL=1.4-Rk4-ksch-FCT(0.7)) para NX =
250
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Figura 6.16: Perfil de u a lo largo del conduc-
to (CFL=1.4-Rk4-ksch-FCT(0.7)) para NX =
250
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Evolucio´n temporal de la solucio´n con FCT para T y un ϑ=0.7
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Figura 6.17: Perfil de T a lo largo del conducto
(CFL=0.5-Rk4-ksch-FCT) para NX = 250
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Figura 6.18: Perfil de T a lo largo del conducto
(CFL=1.1-Rk4-ksch-FCT) para NX = 250
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Figura 6.19: Perfil de T a lo largo del conducto
(CFL=1.4-Rk4-ksch-FCT) para NX = 250
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Validacio´n cil´ındricas- Experimento 1
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Figura 6.20: Perfil de P a lo largo del conducto
(CFL=0.02-Euler-upwind) para NX = 250 en
cil´ındricas
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Figura 6.21: Perfil de ρ a lo largo del conducto
(CFL=0.02-Euler-upwind) para NX = 250 en
cil´ındricas
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Figura 6.22: Perfil de T a lo largo del conducto
(CFL=0.02-Euler-upwind) para NX = 250 en
cil´ındricas
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Figura 6.23: Perfil de u a lo largo del conducto
(CFL=0.02-Euler-upwind) para NX = 250 en
cil´ındricas
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Evolucio´n temporal el caso radial obtenido mediante software comercial por el tutor
del proyecto
Figura 6.24: Imagen transversal para instante 7 ·10−5s de la mitad superior del cilindro (STAR)
Figura 6.25: Imagen transversal para instante 1.5 ·10−4s de la mitad superior del cilindro (STAR)
Figura 6.26: Imagen transversal para instante 2 ·10−4s de la mitad superior del cilindro (STAR)
Figura 6.27: Imagen transversal para instante 2.5 ·10−4s de la mitad superior del cilindro (STAR)
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Resultado experimento radial Rk4 sin limitador de flujo
Figura 6.28: Imagen transversal para instante 2.5 ·10−4s con Rk4 y un CFL de 3
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Cap´ıtulo 7
Anexo 2
En este segundo Anexo se ha descrito el presupuesto calculado con tal de que una empresa
cualquiera que se este´ planteando hacer un proyecto como el presentado en esta tesis final de
ma´ster pueda saber aproximadamente cual ser´ıa el precio de venta que podr´ıa pedir en el mercado
actualmente. Adema´s, se ha realizado un estudio del impacto ambiental que este proyecto ha
podido tener, ya que esta clase de consideraciones son muy pertinentes en los tiempos actuales
debido al nivel de compromiso de la sociedad con esta clase de temas, e incluso un gran nu´mero
de gobiernos en todo el mundo lo esta´n incluyendo como uno de los criterios a la hora de financiar
un proyecto.
7.1. Presupuesto econo´mico
El presupuesto elaborado es un esbozo ba´sico desde el punto de vista de la empresa para saber
ma´s o menos cuales ser´ıan los costes que se derivar´ıan de las actividades econo´micas, los posibles
beneficios a obtener, as´ı como el precio final del producto de cara a poder lanzarlo al mercado.
Au´n as´ı, cabe destacar que se han tomado un gran nu´mero de simplificaciones, ya que se han
excluido impuestos complejos de calcular como el impuesto sobre actividades econo´micas, o
tambie´n impuestos locales, de medio ambiente, especiales...
Coste de mano de obra
Es el coste que proviene directamente de las horas trabajadas por los ingenieros en el proyecto.
En este caso, los profesionales implicados han sido un becario y dos ingenieros con doctorado.
Segu´n los datos aportados por la Seguridad Social, un ingeniero titulado cotizo´ en el an˜o 2019
entre 1466.10 e/mes y 4070.10 e/mes. Se puede suponer para los ca´lculos que los dos ingenieros
que han tutorizado este trabajo cobran un 90 % del salario ma´ximo, mientras que el becario cobra
un 40 % de este salario ma´ximo. De esta forma, teniendo en cuenta que al an˜o hay 14 pagas, se
puede estimar que los costes anuales de estos dos tipos de ingenieros son:
98
Modelos de meca´nica de fluidos de baja fidelidad en 3D
Coste Ingeniero Senior
Total salario bruto (14 pagas) 51283 e
Fondo desempleo (5.5 %) 2821 e
Seguridad Social (23.6 %) 12103 e
FOGASA (0.2 %) 103 e
Formacio´n Profesional (0.6 %) 308 e
Final 66617 e
Coste Ingeniero Becario
Total salario bruto (14 pagas) 22793 e
Fondo desempleo (5.5 %) 1254 e
Seguridad Social (23.6 %) 5379 e
FOGASA (0.2 %) 46 e
Formacio´n Profesional (0.6 %) 137 e
Final 29608 e
Este es el coste anual que supondr´ıa contratar a un ingeniero con esa cualificacio´n en cada uno de
los casos. Ahora, es necesario hacer una estimacio´n de las horas trabajadas en un an˜o natural, ya
que si se consigue un coste por hora trabajada se puede hacer una estimacio´n de cuanto costar´ıa
el trabajo total de cada uno de los integrantes segu´n el tiempo invertido en el trabajo. As´ı pues,
se puede deducir que en un mes natural hay unos 22 d´ıas laborales, que multiplicados por el
nu´mero de meses y una jornada laboral de 8 h al d´ıa conducen a un total de horas trabajadas
al an˜o de 2112 h. Si se divide el coste total anual de un ingeniero senior por el nu´mero de horas
trabajadas, se obtiene fa´cilmente que el coste asciende a unos 31.54 e/h. Para el caso del becario,
este coste por hora se reduce a 14.02e/h.
A continuacio´n, es necesario estimar cuantas horas le ha dedicado cada uno de los integrantes
del equipo al proyecto. El ingeniero becario ha dedicado una jornada laboral de 8 horas al d´ıa,
durante 5 d´ıas a la semana. Sabiendo que el contrato duraba 5 meses se puede obtener por
una simple multiplicacio´n el nu´mero de horas totales teniendo en cuenta que entre principios
de febrero y finales de junio hay 22 semanas. Para el caso de los ingenieros senior, el tutor del
proyecto le ha dedicado unas 3h a la semana, mientras que el director simplemente hizo una
introduccio´n inicial de unas 3h. De esta forma, se puede obtener que el coste real de las horas
trabajadas es:
Ingeniero Horas Coste/h Total Coste
Becario 880 14.02 e/h 12336 e
Tutor 66 31.54 e/h 2082 e
Director 3 31.54 e/h 95 e
- - TOTAL 14513 e
Amortizacio´n del coste de los equipos
En esta seccio´n se describen los costes relacionados con productos en los que inicialmente se hace
una inversio´n con la esperanza de poder recuperar el dinero al finalizar el proyecto en cuestio´n,
ya sea porque se espera que su rendimiento empeore con el paso del tiempo o simplemente porque
sean programas de cara´cter informa´tico y su licencia expire. En este caso, la mayor´ıa del TFM se
ha desarrollado mediante Anaconda, que es una plataforma de software libre que soporta tanto
Python como R, por lo que no ha habido ningu´n coste de licencias por esta parte. Sin embargo,
s´ı que ha sido necesario emplear un porta´til propio y se ha usado un software de pago para el
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ca´lculo de las derivadas (Mathematica). De esta forma, el coste por amortizacio´n es el siguiente:
Concepto Precio Tiempo u´til Amortizacio´n Coste Amortizacio´n
Porta´til 1000 54 meses 5 meses 92.6 e
Licencia Mathematica 222 12 meses 5 meses 92.5 e
- - - TOTAL 185.1 e
Material fungible
En este apartado se incluyen todos aquellos elementos que son necesarios para realizar el proyecto
pero que no se pueden amortizar, como material de oficina o la electricidad. Por lo que respecta
al material de oficina, se han contando como necesarios una silla (70 e), una mesa (100 e), una
libreta (2 e) y un boli (1 e). En lo relativo a la electricidad, un ordenador medio consume unos
190 W , sabiendo que el precio fijo de la electricidad esta´ entorno a 0.12 e/kWh. Simplemente
hay que hallar el nu´mero de kWh consumidos sabiendo que se han trabajado unas 880 h (unos
167.2 kWh), que multiplicados por el precio del kWh dan lugar a un coste de 20 e. As´ı pues, el
coste del material fungible asciende a:
Concepto Coste
Material Oficina 173 e
Electricidad 20 e
TOTAL 193 e
Presupuesto Final
Finalmente, se puede estimar el precio definitivo de venta en el mercado a partir de los impuestos
que faltan sobre el coste y los beneficios. Simplemente destacar que la fo´rmula del beneficio se
obtiene como Ingresos−costeIngresos = 7,5 % As´ı pues, se puede obtener que:
Presupuesto Final
Coste Mano Obra 14513 e
Coste Amortizacio´n 185 e
Coste Fungible 193 e
SUBTOTAL 14891 e
Beneficio (7.5 % de los costes totales) 1207 e
Impuesto de sociedades (25 % sobre el beneficio) 302 e
Costes indirectos (30 % del subtotal) 4467 e
IVA (21 % menos material fungible) 3405 e
TOTAL 24273 e
De esta forma, se ha calculado que el precio final necesario para poder vender este producto y ase-
gurar un margen de beneficio desde el punto de vista de una empresa es de #VEINTICUATRO
MIL DOSCIENTOS SETENTA Y TRES EUROS
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7.2. Huella de carbono
El ca´lculo del impacto medioambiental es un para´metro muy importante a la hora de elegir la
viabilidad de un proyecto, por lo que conviene hacer una estimacio´n de la cantidad de CO2
generada. En este apartado se han incluido todas las actividades relacionadas con una jornada
laboral normal: desde el desplazamiento al lugar de trabajo hasta la electricidad consumida, con
tal de analizar que´ actividades pod´ıan ser contaminantes.
Para elaborar esta estimacio´n, se ha decidido seguir las directrices impuestas por el Ministerio
de Transicio´n Ecolo´gica [20] para este tipo de ca´lculos. Por lo tanto se puede obtener que:
Identificacio´n de las fuentes
Este trabajo ha sido desarrollado en el marco del instituto CMT - Motores Te´rmicos de la
Universidad Polite´cnica de Valencia.
L´ımite temporal: 2020 (desde Febrero hasta Junio).
L´ımite de la propiedad: el becario ha realizado el trabajo por completo dentro de las
instalaciones del centro, consumiendo parte de la energ´ıa de la red ele´ctrica nacional desde
el mismo. Para su desplazamiento al trabajo u´nicamente ha empleado una bicicleta.
L´ımite operativo: Identificacio´n de las fuentes de contaminacio´n.
 Alcance 1: GEI provenientes de una fuente directa.
◦ Transporte: se ha empleado una bicicleta como medio de trasporte por lo que
este concepto no ha originado contaminacio´n en este caso.
◦ Oficina: no se ha empleado climatizacio´n el tiempo que se ha estado en la oficina
ya que el clima del periodo previo a la pandemia era bastante bueno.
 Alcance 2: GEI provenientes de una fuente indirecta.
◦ Electricidad: se ha consumido energ´ıa debido al empleo de un ordenador de uso
personal durante el proyecto.
Datos de la actividad
Al ser la electricidad la u´nica fuente de CO2 mencionada, simplemente hay que acudir a la parte
del presupuesto econo´mico para hallar que durante el trabajo se han consumido unos 167.2 kWh.
Datos de emisio´n
En el documento [20] se especifica que para el caso de la red ele´ctrica en el an˜o 2017, la produccio´n
de GEI ascend´ıa a 0.43 kg CO2/kWh.
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Ca´lculo
Con una simple multiplicacio´n de la energ´ıa consumida por la cantidad de CO2 generada se
puede obtener que se han producido 71.9 kg de CO2 durante este tiempo. De esta forma, se
puede deducir que la cantidad de GEI asociados a la actividad econo´mica producida es de
71,9kg
24273e = 2,96·10−3 kg CO2/e, siendo por lo tanto un proyecto bastante limpio desde el punto
de vista medioambiental.
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